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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â âûáîðêàõ, ñîäåð-

æàùèõ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðîïóñêîâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè âîññòàíîâëåíèÿ

ïðîïóñêà, à òàêæå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíèìîñòè ïîäõîäà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé. Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî k áëè-

æàéøèì ñîñåäÿì. �àññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ïîä-

õîäà äëÿ ñèëüíî ðàçðåæåííûõ äàííûõ. �àññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïó-

ùåííûõ çíà÷åíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì âîññòàíîâëåííûõ çíà÷åíèé â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà äëÿ

âîññòàíîâëåíèÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîññòàíîâëåíèå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé; k áëèæàéøèõ ñîñåäåé; ðàç-

íîðîäíûå øêàëû
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Background: The paper investigates the problem of missing values handling in datasets with
a large amount of missing values. One of the problems of missing values filling methods is their
instability. The order of missing values filling can seriously change the efficiency of the method.
The paper considers the case when the dataset has significant amount of features with discrete
scales with low cardinality.
Methods: There are different methods of missing values handling. The paper focuses on the
filling missing values using the metric properties of the dataset. The paper proposes some
definitions and statements in order to formalize the problem of instability. The method us-
ing k nearest neighbors is considered. The paper considers a variation of the method that uses
already filled missing values as values of nearest neighbors for new fill. Also, some theoretical
aspects of this method implementation are considered.
Results: In order to analyze the behavior and efficiency of the considered method, two exper-
iments were conducted. The results were compared with other missing values filling techniques
such as filling with decision trees and filling with average value of the scale.
Concluding Remarks: The proposed mathematical framework can be used for further re-
search of missing values filling methods.
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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîïóñêîâ

â âûáîðêå â çàäà÷àõ àíàëèçà äàííûõ. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ, ñâÿçàííîé ñ âîññòàíîâëåíèåì
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ïðîïóñêîâ, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âîññòàíîâ-

ëåíèè ÷àñòè ïðîïóñêîâ: ïîðÿäîê âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü

âèä âîññòàíîâëåííîé âûáîðêè. Ïðèìåðîì äàííûõ ñ ïîäîáíûì êîëè÷åñòâîì ïðîïóùåííûõ

çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîðêà èñòîðèé áîëåçíè ëîøàäåé, îáñëåäîâàííûõ â âåòåðèíàðíîé êëè-

íèêå [1℄. Â âûáîðêå ïðèñóòñòâóþò 28 ïðèçíàêîâ â ðàçíîðîäíûõ øêàëàõ, îêîëî 30% âûáîð-

êè çàïîëíåíî ïðîïóùåííûìè çíà÷åíèÿìè. Â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ

ïðîïóñêîâ èññëåäóþòñÿ íà ïðèìåðå ñîöèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ [2℄. Â äàííîé âûáîðêå ñîäåð-

æèòñÿ 1000 îáúåêòîâ ñ ïðèçíàêîâûì îïèñàíèåì â íîìèíàëüíûõ, ëèíåéíûõ è ïîðÿäêîâûõ

øêàëàõ.

�àíåå áûë ïðåäëîæåí ðÿä ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îáðàáîòêè ïðîïóùåííûõ çíà-

÷åíèé. Â ðàáîòå [3℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêëþ÷åíèå èç âûáîðêè äàííûõ ñ ïðîïóùåííûìè

çíà÷åíèÿìè. Ïðè çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé äàííûé ìåòîä íå ïîç-

âîëÿåò ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü âûáîðêè. Êðîìå òîãî â ñëó÷àå åñëè â âûáîðêå íå

ñóùåñòâóåò îáúåêòà ñ ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåííûìè àòðèáóòàìè, ìåòîä íåïðèìåíèì. Â ðà-

áîòàõ [3, 4℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà ïîäìíîæåñòâàõ àò-

ðèáóòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîññòàíîâëåííûì àòðèáóòàì îáúåêòîâ. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà

âûáîðêè íàõîäèòñÿ ïîäìíîæåñòâî åãî âîññòàíîâëåííûõ àòðèáóòîâ, è äëÿ íåå ñòðîèòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Äàííûé ïîäõîä òðåáóåò ñîãëàñîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

ó÷èòûâàþùèõ ðàçíûé íàáîð àòðèáóòîâ êàæäîãî îáúåêòà, è ïîòîìó òðåáóåò áîëüøèõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Îáà ýòèõ ìåòîäà îòáðàñûâàþò ïðîïóùåííûå çíà÷åíèÿ â äàííûõ.

Äðóãèì ïîäõîäîì ê èõ îáðàáîòêå ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ïðîïóñêîâ [5℄ ïî èìåþùèìñÿ

äàííûì âûáîðêè. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå åãî âàðèàíòû:

� âîññòàíîâëåíèå ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè àòðèáóòà ïî âñåé âûáîðêå [6℄. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íî ïðîñòûì äëÿ ðåàëèçàöèè, îäíàêî äàåò ãðóáûå ðåçóëüòàòû è ìîæåò óõóäøèòü

ðåçóëüòàòû ðàáîòû äàëüíåéøåé êëàññè�èêàöèè èëè ðåãðåññèè [7℄;

� âîññòàíîâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñêàçàòåëüíîé ìîäåëè (Preditive value imputa-

tion) [3℄. Äàííûé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò âîññòàíîâëåíèå ïðîïóùåííîãî çíà÷åíèÿ íà îñíîâå

íåêîòîðîé çàâèñèìîñòè äàííûõ èñõîäíîé âûáîðêè;

� âîññòàíîâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé àòðèáóòà [3,8℄. Ìåòîä ïðåä-

ïîëàãàåò îöåíêó ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé àòðèáóòà è äàëüíåéøåå âîññòàíîâëåíèå äàí-

íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äàííûé ïîäõîä ìîæíî âñòðåòèòü, íàïðè-

ìåð, â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé C4.5.

Â ðàáîòàõ [3, 6℄ ïðîâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê âîññòàíîâëåíèþ ïðîïóùåííûõ

çíà÷åíèé. Â ðàáîòå [8℄ îïèñûâàåòñÿ ïîäõîä ê âîññòàíîâëåíèþ, îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ

ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Â ðàáîòàõ [9, 10℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ìíîæåñòâåííûõ çàïîëíåíèé (Multiple

imputation), îñíîâàííûé íà ìåòîäå Ìîíòå Êàðëî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà âîñ-

ñòàíîâëåíèå êàæäîãî ïðîïóñêà ïðîèñõîäèò íåñêîëüêî ðàç, òàêèì îáðàçîì ãåíåðèðóþòñÿ

íåñêîëüêî ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåííûõ âûáîðîê. Çàòåì ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå ïîëó÷åííûõ

âûáîðîê.

Â ðàáîòàõ [6,11�15℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê âîññòàíîâëåíèþ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé,

îñíîâàííûé íà ìåòîäå k áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Äàííûé ïîäõîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ

âîññòàíàâëèâàåò çíà÷åíèÿ êàê â íåïðåðûâíûõ øêàëàõ, òàê è â äèñêðåòíûõ [6℄. Â ðàáî-

òàõ [6, 11, 13, 14℄ îòðàæåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ ïðîïóùåííûõ

çíà÷åíèé ñ ïðèìåíåíèåì äàííîãî ïîäõîäà. Â ðàáîòå [15℄ äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà

k áëèæàéøèõ ñîñåäåé èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïðîèçâîäèëèñü
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îöåíêè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ðåàëüíîãî çíà÷åíèÿ àòðèáóòà îò çíà÷åíèÿ, ïîëó-

÷åííîãî ìåòîäîì k áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Â ðàáîòå [16℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âîññòà-

íîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ ïî íåïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåííûì ñîñåäÿì. ×àñòè÷íî ýòà ïðîáëåìà

ðåøàåòñÿ â [12℄, ãäå ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàòèâíàÿ âåðñèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà-

÷åíèé. Íà ïåðâîé èòåðàöèè âñå ïðîïóñêè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïðèçíàêà.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ â ñëó÷àå çíà÷èòåëüíî-

ãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ, âûïîëíåííûõ â äèñêðåòíûõ øêàëàõ ìàëîé ìîùíîñòè. Â ðàáîòå íå

ââîäÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ. Ïîäîáíûé

êëàññ äàííûõ âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ ýêñïåðòíîãî îöåíèâàíèÿ [17, 18℄.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà

âîññòàíîâëåíèè ïðîïóñêîâ ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì. Ââîäèòñÿ �óíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè

âîññòàíîâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ, íàñêîëüêî âîññòàíîâëåíèå ìîæåò óëó÷øèòü äàëüíåéøåå

âîññòàíîâëåíèå ïðîïóñêîâ âûáîðêè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü òðàí-

çèòèâíûå âîññòàíîâëåíèÿ [16℄, ò. å. èñïîëüçîâàíèå îáúåêòîâ ñ ïðîïóñêîì â íåêîòîðîì ïîëå

äëÿ äàëüíåéøåãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ â ýòîì æå ïîëå äëÿ äðóãèõ îáúåêòîâ. Âòî-

ðîé âàðèàíò àëãîðèòìà íå èñïîëüçóåò òðàíçèòèâíîå âîññòàíîâëåíèå. Ââîäèòñÿ �óíêöèÿ

îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììå ðàññòîÿíèé äî

ðåàëüíûõ çíà÷åíèé îáúåêòîâ, â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ. Èçó÷àþòñÿ ãðàíèöû ïðè-

ìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé.

2 Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ �îðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåí-

íûõ çíà÷åíèé è îïðåäåëåíèÿ, òðåáóåìûå äëÿ �îðìàëèçàöèè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïðî-

ïóùåííûõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Øêàëà L � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà [19℄ ñ çàäàííûì íàáîðîì îïåðà-

öèé è îòíîøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ �èêñèðîâàííîìó íàáîðó àêñèîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Íîìèíàëüíàÿ øêàëà C � øêàëà ñ çàäàííûì íà íåé áèíàðíûì îòíîøå-

íèåì ðàâåíñòâà:

1. x = y ∨ x 6= y;
2. x, y : x = y ⇒ y = x;
3. x, y, z : x = y ∧ y = z ⇒ x = z,

ãäå x, y, z � îáúåêòû, ïðåäñòàâëåííûå â øêàëå C: x, y, z ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîðÿäêîâàÿ øêàëà O � íîìèíàëüíàÿ øêàëà ñ çàäàííûì íà íåé áèíàð-

íûì îòíîøåíèåì R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. xRx,
2. xRy ∧ yRx⇒ x = y;
3. xRy ∧ yRz ⇒ xRz;

ãäå x, y, z ∈ O.

Îïðåäåëåíèå 4. Ëèíåéíàÿ øêàëà W � ïîðÿäêîâàÿ øêàëà ñ îòíîøåíèåì ïîëíîãî ïî-

ðÿäêà è îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.

Çàäàíà âûáîðêà X � ìíîæåñòâî âåêòîð-ñòðîê:

X = [x1, . . . ,xm]
⊤ ⊂ X,
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X =





x1

x2

x3









1 �

� 2
4 3



→ X̂1 =





1 3
� 2
4 3



→ X̂2 =





1 3
4 2
4 3





�èñ. 1 Ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé

ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâå X:

X = (L1 ∪ {�})× . . .× (Ln ∪ {�}).

ãäå X � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ èëè ïðîñòðàíñòâî

îáúåêòîâ ñ ââåäåííîé íà íåì ìåòðèêîé d; Lj � ëèíåéíàÿ, íîìèíàëüíàÿ èëè ïîðÿäêîâàÿ

øêàëà, � � ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîïóùåííîìó çíà÷åíèþ. Â âûáîðêå íàõîäèòñÿ ℓ
ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, ℓ > 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü xi ∈ X � îáúåêò, èìåþùèé ïðîïóñê â j-ì ïðèçíàêå. Ïóñòü îáú-

åêòû xq1, . . . ,xqk ∈ X � îáúåêòû ñ çàïîëíåííûìè çíà÷åíèÿìè j-ãî ïðèçíàêà. Îïåðàöèåé
âîññòàíîâëåíèÿ j-ãî ïðèçíàêà îáúåêòà xi ïî îáúåêòàì xq1, . . . ,xqk ∈ X íàçîâåì ñëåäóþùåå

îòîáðàæåíèå:

xi ← {xq1j, . . . , xqkj} = [xi1, . . . , xij−1, average ([xq1j, . . . , xqkj]) , xij+q, . . . , xin],

ãäå

average([xq1j , . . . , xqkj]) =











mean ([xq1j, . . . , xqkj]), åñëè øêàëà Lj � ëèíåéíàÿ;

median ([xq1j, . . . , xqkj ]), åñëè øêàëà Lj � ïîðÿäêîâàÿ;

mode ([xq1j , . . . , xqkj ]), åñëè øêàëà Lj � íîðìàëüíàÿ;

k � ìíîæåñòâî ñîñåäåé, ò. å. îáúåêòîâ ïî êîòîðûì âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðèçíàê.

Â äàëüíåéøåì îïåðàöèþ âîññòàíîâëåíèÿ xi ← {xq1j, . . . ,xqkj} áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êîð-

òåæåì âèäà t = (i, j, q1, . . . , qk). Òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X̂
b
âûáîðêó, ïîëó÷åííóþ èç

èñõîäíîé X ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì b îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ. Áóäåì ïîëàãàòü

X̂
0 = X.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàöèþ t = (i, j, q1, . . . , qk) íàçîâåì êîððåêòíîé äëÿ âûáîðêèX, åñëè

xij = � è xqrj 6= � äëÿ r ∈ {1, . . . , k}.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ T = (t1, . . . , tb) íàçîâåì
êîððåêòíîé, åñëè êàæäàÿ îïåðàöèÿ tp ∈ {t1, . . . , tb} êîððåêòíà äëÿ âûáîðêè X̂

p−1
, ãäå

X̂
p−1

� âûáîðêà, ïîëó÷åííàÿ èç X ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì îïåðàöèé t1, . . . , tp−1,

X̂
0 = X, p ∈ {1, . . . , b}.
Ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç äâóõ îïåðàöèé

T = ((1, 2, 3)(2, 1, 3)) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî êîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïåðàöèé âîññòàíîâëå-

íèÿ äëèíû ℓ îáîçíà÷èì êàê Cℓ.

Îïðåäåëåíèå 9. Îáîçíà÷èì çà filledo(x,X) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ çàïîëíåííûõ çíà÷åíèé
îáúåêòà x â âûáîðêå X. Îáîçíà÷èì çà filledf (j,X) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ ñ çàïîë-
íåííûì ïðèçíàêîì j â âûáîðêå X.
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Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü T = (t1, . . . , tb) � êîððåêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé,

tb = {i, j, q1, . . . , qk}, |T| > 0. Óñòîé÷èâîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ xij ← xq1, . . . ,xqk ïîä äåé-

ñòâèåì T íàçîâåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

u(xi ← xq1j, . . . , xqkj|T) = meanr∈{1,...,k}

(

|filledo(x̂
b
i ,X

b) ∩ filledo(x̂
b
qr ,X

b)|
n

|filledf (j,X
b)

m

)

.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü T = (t1, . . . , tl) � êîððåêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû ℓ,
tb = (ib, jb, q(b,1), . . . , q(b,k)), ãäå èíäåêñ b ïðîáåãàåò îò 1 äî ℓ, b ∈ {1, . . . , ℓ}.

Óñòîé÷èâîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîññòàíîâëåíèé T äëÿ âûáîðêè X íàçîâåì âåëè-

÷èíó:

U(X|T) = u(xi1 ← xq(1,1)j1, . . . , xq(1,k)j1) +
ℓ
∑

b=2

u(xib ← xq(b,1)jb, . . . , xq(b,k)jb|(t1, . . . , tb−1)).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîññòàíîâëåíèé T, ðåøàþùóþ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

îïòèìèçàöèè:

T = argmin
T′∈Cℓ,U(X|T′)=max

m
∑

i=1

n
∑

j=1

d(x̂ij, x
′
ij),

ãäå x̂i = [xi1, . . . , xin] � îáúåêò, âîññòàíîâëåííûé ïîä äåéñòâèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T;

x
′
� îáúåêò ñ ðåàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðîïóñêîâ; d� ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå X. Ïîäðîáíî

ìåòðèêè â ðàçíîðîäíûõ øêàëàõ îïèñàíû â ðàçä. 5.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è:

1. Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà êîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé T
′
, ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ

óñòîé÷èâîñòü U âûáîðêè ìàêñèìàëüíà.

2. Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T, äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì ñóììå ðàññòîÿíèé îò âîññòà-

íîâëåííûõ îáúåêòîâ äî ðåàëüíûõ.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå îïåðàöèþ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé. Áóäåì âîñ-

ñòàíàâëèâàòü ïðîïóùåííûå çíà÷åíèÿ ñ âîññòàíîâëåíèåì ïðîïóñêîâ ïî k áëèæàéøèì ñî-

ñåäÿì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî àëãîðèòìà ïðîïóùåííûå çíà÷åíèÿ îáúåêòà âûáîðêè

âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó k áëèæàéøèõ ê íåìó îáúåêòîâ âûáîðêè. �àññìîòðèì

äàííûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ íà ïðèìåðå.

2.1 Ïðèìåð 1

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà X:

X =





x1

x2

x3









1 2 � � �

1 2 6 5 �

4 8 0 � 5



 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå X è íà êàæäîì åãî ïîäïðîñòðàíñòâå XJ =
∏

j∈J Lj

çàäàíà ìåòðèêà dJ , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 1].
Âîññòàíîâèì ïðîïóùåííîå çíà÷åíèå x13 ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà k áëèæàéøèõ ñîñå-

äåé. �àññìîòðèì ñëó÷àé k = 1.
Äëÿ îáúåêòîâ x1, x2 è x3 èìååòñÿ îáùåå ïîäïðîñòðàíñòâî XJ , ò. å. òàêîå ïðîñòðàíñòâî,

â êîòîðîì íè ó îäíîãî îáúåêòà íå ñîäåðæèòñÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé. Ýòî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèè ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ X íà ïåðâûå äâà ïðèçíàêà. Îïðåäå-

ëèì, êàêîé èç îáúåêòîâ x2, x3 ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì äëÿ îáúåêòà x1:

x
′ = argmin

x′∈{x2,x3}

dJ
(

fJ (x1), prJ (x
′)
)

, (1)



Âîññòàíîâëåíèå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â ðàçíîðîäíûõ øêàëàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðîïóñêîâ 1489

ãäå dJ � ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå XJ , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç [0; 1]; prJ � �óíêöèÿ,

ïðîåöèðóþùàÿ îáúåêòû íà ïðîñòðàíñòâî XJ . Ïóñòü ñîãëàñíî ìåòðèêå dJ x
′ = x2.

Âîññòàíîâèì ïðîïóùåííûé ïðèçíàê x13 ïî áëèæàéøåìó ñîñåäó x
′
:

x̂1 = x1 ← {x23}.

Â ñëó÷àå k > 1 âîññòàíîâëåííîå çíà÷åíèå óñðåäíÿåòñÿ ïî íåñêîëüêèì áëèæàéøèì ñî-

ñåäÿì. Òàê, â äàííîì ïðèìåðå ïðè k = 2 âîññòàíîâëåííîå çíà÷åíèå x13 áóäåò ðàâíÿòüñÿ

ñðåäíåìó ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé îáúåêòîâ x2,x3.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà äëÿ âñåõ òðåõ îáúåêòîâ x1,x2,x3 íå ñóùåñòâóåò îá-

ùåãî ïðîñòðàíñòâà XJ .

2.2 Ïðèìåð 2

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà X:

X =





1 2 � � �

� 2 6 5 �

4 � 0 � 5



 .

Çäåñü îáùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ îáúåêòîâ x1,x2 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî X{2}, ñîäåð-

æàùåå òîëüêî âòîðîé ïðèçíàê, äëÿ îáúåêòîâ x1,x3 � ïîäïðîñòðàíñòâî X{1}, ñîäåðæàùåå

òîëüêî ïåðâûé ïðèçíàê.

Â äàííîì ñëó÷àå áëèæàéøèé ñîñåä áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ðàçëè÷íûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâàì. Åñëè ìåòðèêè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç îäíîãî ìíîæåñòâà, áóäåì íàõîäèòü áëèæàé-

øèõ ñîñåäåé â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ìåòðèê ìåæäó

ñîáîé.

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé òðàíçèòèâíîå

âîññòàíîâëåíèå, ò. å. âîññòàíîâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì îáúåêòîâ ñ íåçàïîëíåííûìè ïîëÿ-

ìè â êà÷åñòâå ñîñåäåé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýòîãî æå ïîëÿ äëÿ äðóãèõ îáúåêòîâ. Ïîÿñíèì

äàííûé ìîìåíò íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

2.3 Ïðèìåð 3

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà X:

X =





1 � �

1 � 3
� 2 3



 .

Â äàííîì ïðèìåðå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêà x12 òðåáóåòñÿ ñïåðâà âîññòàíîâèòü

ïðîïóñê x22 ïî ñîñåäó x3. �àçðåøåíèå òàêîãî òðàíçèòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ óñëîæíÿåò

àëãîðèòì, îäíàêî ïðè ýòîì ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü áîëåå øèðîêèé êëàññ äàííûõ.

3 Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ

ïðîïóñêîâ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìà-

öèþ �óíêöèè óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ íå áóäåò çàâèñåòü îò ñîñåäåé, ïî êîòîðûì âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ îáúåêò. Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü xi ∈ X � îáúåêò, èìåþùèé ïðîïóñê â j-ì ïðèçíàêå. Àáñòðàêò-

íîé îïåðàöèåé âîññòàíîâëåíèÿ j-ãî ïðèçíàêà îáúåêòà xi íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæ-

íûõ îïåðàöèåé âîññòàíîâëåíèÿ äàííîãî ïðèçíàêà ïî îäíîìó ñîñåäó:

xi ↼ j = {(xi ← {xqj}), q ∈ filledf (j,X)} .
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Ïî àíàëîãèè ñ îïåðàöèåé âîññòàíîâëåíèÿ àáñòðàêòíóþ îïåðàöèþ âîññòàíîâëåíèÿ xi ↼
↼ j áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êîðòåæåì (i, j).

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñòðàêòíûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ T̄ =
= (t̄1, t̄b), t̄ = (i, j), ãäå i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}, áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ àáñòðàêòíûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ âûáîðêè X, åñëè äëÿ êàæäîãî

t̄ = (i, j): xij = � è êàæäàÿ ïàðà êîðòåæåé t̄1, t̄2 ∈ T̄ îòëè÷àåòñÿ õîòÿ áû ïî îäíîé êîîð-

äèíàòå.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü T̄ = (t̄1, . . . , t̄b) � êîððåêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñòðàêò-

íûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ, |T̄| > 0. Ïóñòü X̄
b
� âûáîðêà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé

âûáîðêè X âîññòàíîâëåíèåì çíà÷åíèé xij , (i, j) ∈ T̄ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé øêàëû, x̄
b
i ∈ X̄

b
. Àïïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòüþ ïðîïóñêà xij íàçîâåì

ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

ū(xij |T̄) =
|filledo(x̄

b
i , X̄

b)|
n

|filledf(j, X̄b)|
m

.

Äàííàÿ �óíêöèÿ, â îòëè÷èå îò �óíêöèè óñòîé÷èâîñòè u, íå ó÷èòûâàåò ïåðåñå÷åíèå

ìíîæåñòâà çàïîëíåííûõ ïðèçíàêîâ âîññòàíàâëèâàåìîãî îáúåêòà xi è îáúåêòîâ, ïî ÷üèì

çíà÷åíèÿì âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðîïóñê. Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìèðîâàííàÿ óñòîé÷èâîñòü

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé �óíêöèè u.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}, ëþáîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ

xq1, . . . ,xqk , èìåþùèõ çàïîëíåííûé ïðèçíàê j è êîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé
âîññòàíîâëåíèÿ T, |T| = |T̄|, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé îïåðàöèè tp ∈ T ïåðâûå äâà ýëåìåíòà

êîðòåæà tp ðàâíû ýëåìåíòàì êîðòåæà t̄p ∈ T̄, ñëåäóåò, ÷òî

u(xi ← xq1j, . . . ,xqkj|T) 6 ū(xij |T̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîñòè çàïîëíåíèÿ è àï-

ïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòè:

u(xi ← xq1j, . . . ,xqkj|T) = meanr∈{1,...,k}

|filledo(x̂
b
i , X̂

b) ∩ filledo(x̂
b
qr , X̂

b)|
n

|filledf(j, X̂b)|
m

6

6
|filledo(x̄

b
i , X̄

b)|
n

|filledf (j, X̄b)|
m

= ū(xij |T̄).

�

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé âîññòàíîâëå-

íèÿ ñèñòåìû ââåäåì ïîíÿòèå àïïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àá-

ñòðàêòíûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü T̄ = (t̄1, . . . , t̄b) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîððåêòíûõ àáñòðàêò-

íûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ. b-Àïïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

àáñòðàêòíûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ âûáîðêè X íàçîâåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

Ū b(X|T̄) = ū(xi1j1) +
b−1
∑

r=1

ū(xir+1jr+1|t̄1, . . . , t̄r) +
∑

(i,j)6∈T̄,xij=�

ū(xij |t̄1, . . . , t̄b).

Èç îïðåäåëåíèÿ è ïðåäûäóùåé òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü T = (t1, . . . , tℓ) � êîððåêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû ℓ; T̄ =
= (t̄1, . . . , t̄ℓ) � êîððåêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñòðàêòíûõ îïåðàöèé âîññòàíîâëåíèÿ

äëèíû ℓ, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé îïåðàöèè tp ∈ T ïåðâûå äâà ýëåìåíòà êîðòåæà tp ðàâíû

ýëåìåíòàì êîðòåæà t̄p ∈ T̄. Òîãäà

U(X|T) 6 Ū ℓ(X|T̄).

Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû U(X|X) áóäåì îïòèìè-

çèðîâàòü àïïðîêñèìàöèþ Ū(X|T̄). Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè àëãîðèòì äîëæåí îòáèðàòü

ïðîïóñê xij , èìåþùèé êîððåêòíóþ îïåðàöèþ âîññòàíîâëåíèÿ t, äàþùóþ ìàêñèìóì óñòîé-

÷èâîñòè u(xij ← (xq1 , . . . ,xqk)). Äëÿ ó÷åòà ïîñëåäóþùèõ øàãîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ïðî-

ñìàòðèâàòü àïïðîêñèìèðîâàííóþ óñòîé÷èâîñòü âûáîðêè íà íåñêîëüêî øàãîâ âïåðåä.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàííîé b-óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëèì ïîíÿòèå ãðà�à çàâè-

ñèìîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðêå X.

Îïðåäåëåíèå 16. �ðà�îì çàâèñèìîñòè 〈V,E〉, ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðêå X, íàçîâåì

ñîâîêóïíîñòü âåðøèí è ðåáåð, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà vij ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó xij , à ðåáðà

ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

� åñëè â îáúåêòå xi ñóùåñòâóåò äâà ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèÿ xij1 , xij2, òî ìåæäó âåðøèíàìè

vij1, vij2 ñóùåñòâóåò ðåáðî eij1,ij2;
� åñëè â îáúåêòàõ xi1 ,xi2 ïðîïóùåíî çíà÷åíèå j-ãî ïðèçíàêà, òî ìåæäó âåðøèíàìè vi1 , vi2
ñóùåñòâóåò ðåáðî ei1j,i2j .

Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðà�à çàâèñèìîñòè.

3.1 Ïðèìåð 4

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà

X =









1 � �

1 � 3
1 � 3
� 2 3









.

�ðà� çàâèñèìîñòè äëÿ äàííîé âûáîðêè èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.

v11 v12 v13

v21 v22 v23

v31 v32 v33

v41 v42 v43

�èñ. 2 �ðà�, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîðêå X

Îïðåäåëåíèå 17. Îáúåêòíîé ñòåïåíüþ âåðøèíû degO(v) íàçîâåì ñòåïåíü âåðøèíû v
ñ ó÷åòîì òîëüêî ðåáåð ìåæäó âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îäíîìó îáúåêòó.

Ïðèçíàêîâîé ñòåïåíüþ âåðøèíû degF (v) íàçîâåì ñòåïåíü âåðøèíû v ñ ó÷åòîì òîëüêî ðåáåð

ìåæäó âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îäíîìó ïðèçíàêó.

Äîêàæåì ðÿä óòâåðæäåíèé äëÿ ðåàëèçàöèè æàäíîé ñòðàòåãèè âûáîðà îïåðàöèè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü T̄ = (t̄1, . . . , t̄b) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñòðàêòíûõ îïåðàöèé âîññòà-

íîâëåíèÿ, t̄r = (ir, jr), r ∈ {1, . . . , b}. Àïïðîêñèìèðîâàííàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîïóñêà xij ïðè

óñëîâèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T̄ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ū(xij |t1, . . . , tb) = ū(xij) + δ(xij , xi1j1|∅) +
∑

r=2,...,b

δ(xij , xirjr |t̄1, . . . , t̄r−1).

Çäåñü

δ(xij , xqr|I) =



















0, åñëè i 6= q è j 6= k;
(n− degO(vij)− 1 + |O(i, I)|)

mn
, åñëè j = r;

(m− degF (vij)− 1 + |F (j, I)|)
mn

, åñëè i = q,

ãäå O(i, I) � ìíîæåñòâî êîðòåæåé èç I, íà ïåðâîì ìåñòå êîòîðûõ ñòîèò i; F (j, I) � ìíîæå-

ñòâî êîðòåæåé èç I, íà âòîðîì ìåñòå êîòîðûõ ñòîèò j.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü äëÿ íà÷àëà b = 0. Òîãäà ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.

Ïóñòü òåïåðü b = 1. �àññìîòðèì èçìåíåíèå àïïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòè ∆ =
= ū(xij |t1)−ū(xij) ïðè óñëîâèè êîðòåæà t̄1. Åñëè i 6= i1 è j 6= j1, òî âîññòàíîâëåíèå ïðîïóñêà
xi1j1 íèêàê íå âëèÿåò íà àïïðîêñèìèðîâàííóþ óñòîé÷èâîñòü xij . Åñëè i = i1, òî �lledo óâå-
ëè÷èòñÿ íà åäèíèöó è, ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìèðîâàííàÿ óñòîé÷èâîñòü óâåëè÷èòñÿ íà

|filledf(j,X)|/(mn) = (m− degF (vij)− 1)/(mn) îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû ū(xij). Åñëè j = j1,
òî �lledf óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó è, ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìèðîâàííàÿ óñòîé÷èâîñòü óâå-

ëè÷èòñÿ íà |filledo(xi,X)|/(mn) = (n− degO(vij)− 1)/(mn) îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû ū(xij),
è ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå b > 1 äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. �àññìîòðèì èçìåíåíèå

àïïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ êàæäîãî r ∈ {1, . . . , b}: ∆ = ū(xij |t1, . . . , tr) −
− ū(xij |t1, . . . , tr−1) ïðè óñëîâèè êîðòåæåé t̄1, . . . , t̄r. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ b = 1 ∆ ìîæåò

èçìåíèòüñÿ íà |filledf(j, X̄
r−1)|/(mn) = δ(xij , xirjr |t̄1, . . . , t̄r−1) èëè |filledo(xi, X̄

r−1)|/(mn) =
= δ(xij , xirjr |t̄1, . . . , t̄r−1), è ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. �

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé 1-àïïðîêñèìèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòè âûáîðêè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäàí êîðòåæ t̄ = (i, j), òàêîé ÷òî i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n},
xij = �. Òîãäà àïïðîêñèìèðîâàííàÿ 1-óñòîé÷èâîñòü âûáîðêè ïðè óñëîâèè t áóäåò ðàâíÿòü-
ñÿ:

Ū1(X|t) = Ū0(X) +
degO(vij)

n
+

degF (vij)

m
−

∑

eij,ij2∈E

degF (vij2) + 1

mn
−

∑

eij,i2j∈E

degO(vi2j) + 1

mn
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî ñóùåñòâóåò degO(vij) ïðîïóñêîâ â îáúåêòå xi è degF (vij) ïðî-

ïóñêîâ â îáúåêòàõ â ïðèçíàêå j, íå ñ÷èòàÿ ïðîïóñê uij. Ñóììèðóÿ àïïðîêñèìèðîâàííóþ

óñòîé÷èâîñòü âñåõ ïðîïóñêîâ è ãðóïïèðóÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè δ ïî ïðîïóñêàì â îáúåêòå i
è â ïðèçíàêå j, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

4 Ôîðìàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà

Ôîðìàëèçóåì ïîëó÷åííûé àëãîðèòì. Äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ââåäåì

ïîíÿòèå ðàçðåøèìîãî ïðîïóñêà, ò. å. ïðîïóñêà, êîòîðûé ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí àëãî-

ðèòìîì. Â òåðìèíàõ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äàííîå ïîíÿòèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
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Âõîä: Âûáîðêà X ñ ïðîïóùåííûìè çíà÷åíèÿìè; ÷èñëî ñîñåäåé k; äëèíà àïïðîêñèìàöèè b;

Âûõîä: Âîññòàíîâëåííàÿ âûáîðêà X̂;

1: ïîêà ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ ïðîïóñêîâ R íå ïóñòî

2: xij = argmax
xi1j1

,t̄2,...,t̄b

Ū b(X|(i1, j1), t̄2, . . . , t̄b));

3: Äëÿ ïðîïóñêà xij ïîëó÷èòü ñîñåäåé N;

4: Óïîðÿäî÷èòü N â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå ïî óñòîé÷èâîñòè âîññòàíîâëåíèÿ xij è ðàñ-

ñòîÿíèþ äî xi;

5: Ïîëó÷èòü ïåðâûå k îáúåêòîâ xq1 , . . . ,xqk èç óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñîñåäåé;

6: x̂i = xi ← (xq1j, . . . , xqkj);

�èñ. 3 Ïñåâäîêîä ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 18. Ïðîïóñê xij ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò îáúåêòû

xq1, . . . ,xqk , êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò íåïóñòîé ïðèçíàê j, à òàêæå õîòÿ áû îäèí îáùèé

çàïîëíåííûé ïðèçíàê ñ xi, ò. å. filledO(xi,X) ∩ filledO(xqr ,X) 6= ∅, r ∈ {1, . . . , k}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîãî ïðîïóñêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçðåøèìîãî ïðîïóñ-

êà xij ñóùåñòâóþò îáúåêòû xq1, . . . ,xqk òàêèå, ÷òî óñòîé÷èâîñòü îïåðàöèè âîññòàíîâëåíèÿ

äàííîãî xij ïî ýòèì îáúåêòàì áîëüøå íóëÿ:

u(xij ← (xq1, . . . ,xqk)) > 0 .

Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî ñîñåäåé k è äëèíà àïïðîêñèìàöèè b. Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèò-
ìà áóäåì îòáèðàòü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ ïðîïóñêîâ R.

Èç ìíîæåñòâà ðàçðåøèìûõ ïðîïóñêîâ âûáåðåì òàêîé ïðîïóñê xij , äëÿ êî-

òîðîãî b-àïïðîêñèìèðîâàííàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîïóñêà ìàêñèìàëüíà, ò. å. xij =
= argmax

xi1j1
,t̄2,...,t̄b

Ū b(X|(i1, j1), t̄2, . . . , t̄b)).

Äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðîïóñêà xij ïîëó÷èì âñåõ ñîñåäåé, ò. å. òàêèå îáúåêòûN, ÷òî xqj 6= �

è �lledO(xq) ∩ �lledO(xq) 6= ∅, ãäå xq ∈ N.

Óïîðÿäî÷èì îáúåêòû èç N â ëåêñèîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå ïî óñòîé÷èâîñòè âîññòàíîâ-

ëåíèÿ xij è ðàññòîÿíèþ äî xi:

xq1 ≺ xq2, åñëè

[

u(xij ← xq1) > u(xij ← xq2);

u(xij ← xq1) = u(xij ← xq2) è d(xi,xq1) < d(xi,xq2).

Âîññòàíîâèì ïðîïóùåííîå çíà÷åíèå xij ïî k ïåðâûì îáúåêòàì ïîëó÷åííîãî óïîðÿäî-

÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Ïñåâäîêîä ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà ïîêàçàí íà ðèñ. 3. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îöåíè-

âàåòñÿ êàê O(ℓ(ℓb+1+ km2)), ÷òî íàìíîãî áîëüøå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà áåç òðàíçèòèâíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ.

5 Ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äëÿ ðàçíîðîäíûõ øêàë

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð �óíêöèé ðàññòîÿíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ

øêàë � ëèíåéíîé, ïîðÿäêîâîé, à òàêæå ñìåøàííîé. Ïðåäëàãàåòñÿ �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äëÿ

âûáîðîê, îïèñàííûõ â ëèíåéíûõ, íîìèíàëüíûõ è ïîðÿäêîâûõ øêàëàõ ñ çàäàííûì íà íèõ

ïîëíûì ïîðÿäêîì.
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5.1 Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ øêàë

�àññìîòðèì îáîáùåííóþ �óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ñ ââåäåííîé

ëèíåéíîé øêàëîé:

r(xi,xq) =
(

(|xi − xq|p)T S
−1|xi − xq|p

)1/(2p)

,

ãäå p� íåêîòîðîå ÷èñëî; S� ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, íàïðè-

ìåð åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I, à âîçâåäåíèå âåêòîðà â ñòåïåíü ïîíèìàåòñÿ êàê ïîêîìïîíåíòíîå

âîçâåäåíèå, ò. å. x
p = (xp

1, . . . , x
p
n).

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâèÿ ïðåäñòàâëåííîé �óíêöèè ðàçëè÷íûì èìåííûì

�óíêöèÿì ðàññòîÿíèÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ.

Òàáëèöà 1 Ñîîòâåòñòâèå �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ èìåííûì �óíêöèÿì ðàññòîÿíèÿ

p S Íàçâàíèå �óíêöèè Ôîðìóëà

1 � �àññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà r(xi,xj) =
√

(xi − xq)
T
S−1(xi − xq)

� I �àññòîÿíèå Ìèíêîâñêîãî r(xi,xq) =
(

∑n
k=j |xij − xqj|q

)1/q
, q = 2p

1 I Åâêëèäîâà Ìåòðèêà r(xi,xq) =
√

∑n
j=1 (xij − xqj)2

0,5 I �àññòîÿíèå ãîðîäñêèõ êâàðòàëîâ r(xi,xq) =
∑n

j=1 |xij − xqj |

+∞ I �àññòîÿíèå ×åáûø¼âà r(xi,xq) = max
j=1...n

(xij − xqj)

5.2 Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äëÿ ïîðÿäêîâûõ øêàë

Ââåäåì ìàòðè÷íûå �óíêöèè H
q+

è H
q−

äëÿ ïðîåêöèè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ X íà q-é
ïðèçíàê, ãäå ñîîòâåòñòâóþùàÿ øêàëà Lq � ïîðÿäêîâàÿ. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà H

q+
i

îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ïîðÿäêà q-ãî ïðèçíàêà i-ãî îáúåêòà ñ îñòàëüíûìè îáúåêòàìè âû-

áîðêè:

(Hi
j+)q =

{

1, åñëè xij ≻ xqj;

0 èíà÷å;

(Hi
j−)q =

{

1, åñëè xqj ≻ xij ;

0 èíà÷å.

Òàê êàê ||Hq+
j ||22 + ||Hq−

j ||22 6 m, ââåäåì �óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ pdist:

pdist(xiq, xqj) =
m−

(

〈Hi
j+,Hq

j+〉+ 〈Hi
j−,Hq

j−〉
)

m
, (2)

ãäå m � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ â âûáîðêå. Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà [0;1℄.
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5.3 Îáîáùåíèå �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ HEOM

Äîïîëíèì �óíêöèþ HEOM [20℄ äëÿ ñëó÷àÿ îáúåêòîâ, îïèñàííûõ êàê â íîìèíàëüíûõ

è ëèíåéíûõ øêàëàõ, òàê è â ïîðÿäêîâûõ øêàëàõ ñ ïîëíûì ïîðÿäêîì:

d(xi,xq) =
1√
n

(

n
∑

j=1

r(xij, xqj)
2

)1/2

. (3)

Çäåñü

r(xij , xqj) =











overlap(xij , xqj), åñëè Lj � íîìèíàëüíûé ïðèçíàê;

pdist(xij , xqj), åñëè Lj � ïîðÿäêîâûé ïðèçíàê;

di�(xij , xqj) èíà÷å,

ãäå

overlap(xij , xqj) =

{

1, åñëè xij 6= xqj ;

0 èíà÷å;

di�(xij , xqj) =
|xij − xqj |
max
Lj

−min
Lj

,

ò. å. �óíêöèÿ di�(xij , xqj) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íîðìèðîâàííûé ìîäóëü ðàçíèöû ìåæäó çíà-

÷åíèÿìè j-ãî ïðèçíàêà äâóõ îáúåêòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ìåòðèêó äëÿ ñìåøàííûõ øêàë. Ôóíêöèÿ d ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 1].

6 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Îñíîâíîé öåëüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ïðèìå-

íèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ñ ýòîé öåëüþ áûëî ïðîâåäåíî äâà ýêñïåðèìåíòà. Â îáîèõ

ýêñïåðèìåíòàõ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàëàñü âûáîðêà êðåäèòîçàåìùèêîâ

�åðìàíèè [2℄. Â âûáîðêå ïðèñóòñòâóåò 1000 îáúåêòîâ è 21 ïðèçíàê â ëèíåéíûõ, íîìè-

íàëüíûõ è ïîðÿäêîâûõ øêàëàõ. Â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå ïðîèçâîäèëàñü ãåíåðàöèÿ ïîäâû-

áîðêè ìîùíîñòüþ 100 îáúåêòîâ è äîáàâëåíèå â íåå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, ïðè ýòîì íå

äîïóñêàëîñü òàêîå äîáàâëåíèå ïðîïóñêîâ, ïðè êîòîðîì êàêîé-ëèáî îáúåêò èìåë áû ïóñòîå

îïèñàíèå. Èñõîäíûé êîä ýêñïåðèìåíòîâ äîñòóïåí ïî àäðåñó [21℄.

Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäîâàëîñü êîëè÷åñòâî íåðàçðåøèìûõ ïðîïóñêîâ ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè òðàíçèòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è áåç. �åçóëüòàòû äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî-

êàçàíû íà ðèñ. 4. Ïî îñè Y îòëîæåí ïðîöåíò íåðàçðåøèìûõ ïðîïóñêîâ, ïî îñèX � ïðîöåíò

äîáàâëåííûõ ïðîïóñêîâ. Áûëî ïðîâåäåíî 40 çàïóñêîâ, ðåçóëüòàò áûë óñðåäíåí. Êàê âèäíî

èç ðåçóëüòàòîâ, îáà àëãîðèòìà ìîãóò ðàçðåøèòü âñå ïðîïóñêè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

ïðîöåíòå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé.

Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäîâàëàñü ý��åêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà

âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îøèáêè Q èñïîëüçîâàëîñü ñðåäíåå ðàñ-

ñòîÿíèå îò ðåàëüíûõ îáúåêòîâ äî âîññòàíîâëåííûõ âàðèàíòîâ:

Q =
∑

xi∈X,∃j:x̂ij=�

d(xi, x̂i) ·
1

R
,

ãäå x̂i � îáúåêò, âîññòàíîâëåííûé ìåòîäîì k áëèæàéøèõ ñîñåäåé, k = 1; R � êîëè÷åñòâî

îáúåêòîâ, èìåþùèõ ïðîïóùåííûå çíà÷åíèÿ.
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�èñ. 4 �åçóëüòàòû ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà

�åçóëüòàòû äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Ïî îñè X îòëîæåí ïðîöåíò äî-

áàâëåííûõ ïðîïóñêîâ, ïî îñè Y � ñðåäíÿÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ. Áûëî ïðîâåäåíî 20

çàïóñêîâ, ðåçóëüòàò áûë óñðåäíåí. Â ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàëèñü àëãîðèòì âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ïðîïóñêîâ ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì áåç òðàíçèòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, èòåðàòèâíàÿ

âåðñèÿ àëãîðèòìà, îïèñàííàÿ â [12℄, 0- è 1-àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå âîññòàíîâëåíèå ïðîïó-
ùåííûõ çíà÷åíèé ñðåäíèì è àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äåðåâà ðåøåíèé.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èòåðàòèâíîé âåðñèè àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëîñü ïðàâèëî:

S = [meanx∈X(d(x̂
u, x̂u+1) < 0,01)] ,

ãäå x̂
u
� îáúåêò, âîññòàíîâëåííûé íà èòåðàöèè u. Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ, íàèëó÷øèé

ðåçóëüòàò áûë ïîêàçàí àëãîðèòìîì âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äåðåâà

ðåøåíèé. 0- è 1-àïïðîêñèìàöèè ïîêàçàëè ðåçóëüòàò, áëèçêèé ê èñõîäíîìó àëãîðèòìó áåç

òðàíçèòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ïðè ýòîì 1-àïïðîêñèìàöèÿ â öåëîì îêàçàëàñü ìåíåå ý�-

�åêòèâíà, ÷åì 0-àïïðîêñèìàöèÿ.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â ðàç-

íîðîäíûõ øêàëàõ â ñëó÷àå çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîïóñêîâ. Äëÿ �îðìàëèçàöèè

ðàññìîòðåííîé ïðîáëåìû áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêà

è óñòîé÷èâîñòè âîññòàíîâëåíèÿ âûáîðêè. Áûëè ðàññìîòðåíû âàðèàíòû àëãîðèòìà çàïîë-

íåíèÿ ïðîïóñêîâ ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì, à òàêæå òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû èõ ïðèìå-

íèìîñòè. Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé

ýêñïåðèìåíò ñî ñðàâíåíèåì äàííûõ àëãîðèòìîâ ñ çàïîëíåíèåì ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè è àë-

ãîðèòìîì çàïîëíåíèÿ ïî äåðåâó ðåøåíèé. Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò

äîñòèãàåòñÿ àëãîðèòìîì çàïîëíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äåðåâà ðåøåíèé.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ä. �.-ì. í. Âàäèìó Âèêòîðîâè÷ó Ñòðèæîâó çà ïîñòà-

íîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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