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Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìîäåëè èçìåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÀÁ-äèâåðãåíöèè, âáëèçè ãðàíèöû
íåîòðèöàòåëüíîé îáëàñòè ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê íåñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäè-
ôèöèðîâàííûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä, â êîòîðîì çà ñ÷åò îòäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
îò íóëÿ êîíñòàíòîé ε óäàåòñÿ ïîêàçàòü íå òîëüêî ìîíîòîííîñòü íåâîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè
ïîòåðü, íî è òîò ôàêò, ÷òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé
òî÷êîé îòäåëåííîé îò íóëÿ çàäà÷è. Ðàçðåæèâàíèå ïîëó÷àåìûõ òàêèì ìåòîäîì ìàòðèö äà-
åò ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé èñõîäíîé çàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî O (ε). Äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìå Ôðîáåíèóñà, ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä âñåãäà ñõîäèò-
ñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîòðèöàòåëüíîå ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå, ìóëüòèïëèêàòèâíûå îá-

íîâëåíèÿ, ÀÁ-äèâåðãåíöèÿ, ñõîäèìîñòü.

Multiplicative Method for Nonnegative Matrix Factorization
with AB-Divergence and its Convergence∗

E.A. Riabenko
Moscow, Dorodnicyn Computing Centre of RAS

Multiplicative method for nonnegative matrix factorization with AB-divergence could converge
to nonstationary point when the elements of matrices approach zero. A modified multiplicative
method that bounds the matrices from zero by constant ε is proposed, and there proved not only
monotonic descent, but the fact that its every limiting point is a stationary point of the modified
bounded problem. Setting particular elements of the resulting matrix to zero yields the solution
that is O (ε)-close to the stationary point of the original problem. For a special case of Frobenius
norm, it is proved that the method always converges.

Keywords: nonnegatve matrix factorization, multiplicative updates, AB-divergence, conver-
gence.

Ââåäåíèå

Ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñæàòèÿ äàííûõ, âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñèãíàëîâ, çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ, äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé êîëëåê-
öèé äàííûõ. Ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîëó÷åíèåì è àíàëèçîì ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé,
ðàçëè÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà ôàêòîðû. Â çàäà÷å íåîòðèöàòåëüíî-
ãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå, êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò
îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê ýëåìåíòîâ ôàêòîðíûõ ìàòðèö. Âïåðâûå îíà áûëà ðàññìîòðåíà â ðà-

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �11-07-00480) è ïðîãðàììû ÎÌÍ ÐÀÍ
¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íî-
âîãî ïîêîëåíèÿ¿.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2014. Ò. 1, �7.

Machine Learning and Data Analysis, 2014. Vol. 1 (7).



Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ñ ÀÁ-äèâåðãåíöèåé 801

áîòå [1] â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷å âèçàíòèéñêèõ ãåíåðàëîâ èç òåîðèè îòêàçîóñòîé÷èâîñòè,
îäíàêî îñíîâíîé èíòåðåñ ê ýòîé òåìå âîçíèê ïîñëå ðàáîò [2, 3], àâòîðû êîòîðûõ îáîáùèëè
ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðåäëîæèëè ïðîñòîé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàò-
ðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèé, òåêñòîâ, â âû÷èñëèòåëüíîé
áèîëîãèè, ìåäèöèíå è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ. Îáçîð ïðèìåíåíèé ìîæíî íàéòè â [4].

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíà ìàòðèöà P ∈ Rm×n
+ ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ýëåìåíòàìè (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â íåé îòñóòñòâóþò íóëåâûå ñòðîêè è ñòîëá-
öû), à òàêæå íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r<min (m,n). Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöû
A∗ ∈ Rm×r

+ è X∗ ∈ Rr×n
+ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, òàêèå, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå Q∗ =

= A∗X∗ ìàêñèìàëüíî áëèçêî ê èñõîäíîé ìàòðèöå P â ñìûñëå íåêîòîðîé ôóíêöèè ïîòåðü
D (P,Q):

(A∗, X∗) = arg min
A>0, X>0

D (P,AX) . (1)

Âûáîð ôóíêöèè ïîòåðü îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êàê íà ñàìó çàäà÷ó, òàê è íà ïî-
ëó÷àåìîå ðåøåíèå [5].

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àääèòèâíûå ôóíêöèè ïîòåðü:

D (P,Q) =
∑
i,j

d (pij, qij) ,

ãäå d (p, q) > 0, ïðè÷åì d (p, q) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = q.
×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîòåðü èñïîëüçóåòñÿ íîðìà Ôðîáåíèóñà:

DF (P,Q) =
∑
i,j

(pij − qij)2 .

Îäíà èç ïðè÷èí åå ïîïóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå åå ìè-
íèìèçàöèè îöåíîê äëÿ ìîäåëåé ñ àääèòèâíûì ãàóññîâñêèì øóìîì � òàêèå îöåíêè ñîâïà-
äàþò ñ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îäíàêî äëÿ äðóãèõ âèäîâ øóìà, à òàêæå
â ïðèñóòñòâèè âûáðîñîâ, îöåíêè, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì íîðìå Ôðîáåíèóñà, ìîãóò îêà-
çûâàòüñÿ íåñîñòîÿòåëüíûìè. Â ñëó÷àå àääèòèâíîãî ïóàññîíîâñêîãî øóìà çàäà÷à ìàêñèìè-
çàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà
ìåæäó äàííûìè è ìîäåëüþ [6]:

DKL (P,Q) =
∑
i,j

(
pij ln

pij
qij
− pij + qij

)
.

Êðîìå òîãî, åñëè ñòîëáöû ìàòðèö P , A è X íîðìèðîâàíû è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âåðî-
ÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìèíèìèçàöèÿ äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè. Ïåðâûå àëãîðèòìû íåîòðèöàòåëüíîãî ìàò-
ðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [2, 3], áûëè ïîñòðîåíû èìåííî äëÿ ýòèõ ìåð
êà÷åñòâà.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì áîëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé ïîòåðü � ÀÁ-äèâåð-
ãåíöèè, ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå êàê ïðèâåäåííûå ôóíêöèè, òàê è ìíîãèå
äðóãèå [7].

Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (1) íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ èòåðàöè-
îííûå ìåòîäû ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì øàãîì, â êîòîðûõ îáíîâëåíèÿ ïåðåìåííûõ A è X
èìåþò âèä óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðåèìóùåñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îá-
íîâëåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü ðåøåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.
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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî
ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ñ ÀÁ-äèâåðãåíöèåé â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîòåðü è äîêàçûâàåòñÿ
íåñêîëüêî ôàêòîâ î åãî ñõîäèìîñòè, â ÷àñòíîñòè, ìîíîòîííîñòü íåâîçðàñòàíèÿ îøèáêè
è áëèçîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå çàäà÷è.

ÀÁ-äèâåðãåíöèÿ

Äëÿ èçìåðåíèÿ êà÷åñòâà ìîäåëåé â ïðîöåññå íàñòðîéêè åå ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóþò ðàç-
íîîáðàçíûå ôóíêöèè ïîòåðü, êàê âîçíèêøèå èç êîíòåêñòà ïðèêëàäíûõ çàäà÷, òàê è ìî-
òèâèðîâàííûå ñîîáðàæåíèÿìè òåîðèè èíôîðìàöèè, âûïóêëîãî àíàëèçà èëè èíôîðìàöè-
îííîé ãåîìåòðèè. Ïðåäñòàâëåíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïîòåðü â âèäå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-
ìåéñòâ ïîçâîëÿåò óíèôèöèðîâàòü ðàáîòó ñ íèìè, óâèäåòü ìåæäó íèìè ñâÿçü è ëó÷øå
ïîíÿòü, êàê âûáîð ìåðû êà÷åñòâà âëèÿåò íà ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå. Ñðåäè òàêèõ ñåìåéñòâ
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ àëüôà- [8] è áåòà-äèâåðãåíöèè [9], çàäàþùèå íåïðåðûâíûå ïî ïà-
ðàìåòðàì ìíîæåñòâà ñåïàðàáåëüíûõ ôóíêöèé ïîòåðü, âêëþ÷àþùèõ â òîì ÷èñëå íîðìó
Ôðîáåíèóñà, äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, Èòàêóðà-Ñàèòî è äðóãèå. Êëàññ ÀÁ-äèâåð-
ãåíöèé, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [7], îáîáùàåò ýòè ñåìåéñòâà è çàäàåòñÿ â âèäå äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà:

D
(α,β)
AB (P,Q) =

∑
i,j

d
(α,β)
AB (pij, qij) ,

d
(α,β)
AB (p, q) =



1
αβ

(
α

α+β
pα+β + β

α+β
qα+β − pαqβ

)
, åñëè α, β, α + β 6= 0;

1
α2

(
pα ln pα

qα
− pα + qα

)
, åñëè α 6= 0, β = 0;

1
α2

(
ln qα

pα
+
(
qα

pα

)−1
− 1

)
, åñëè α = −β 6= 0;

1
β2

(
qβ ln qβ

pβ
− qβ + pβ

)
, åñëè α = 0, β 6= 0;

1
2

(ln p− ln q)2 , åñëè α = β = 0.

×àñòíûå ñëó÷àè (2)�(5) çäåñü ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ ñëó÷àÿ (1) è ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ.

ÀÁ-äèâåðãåíöèè �� îäíî èç íàèáîëåå îáøèðíûõ èçâåñòíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
ôóíêöèé ïîòåðü. Îíî âêëþ÷àåò ìíîãèå øèðîêî ïðèìåíÿåìûå ìåðû áëèçîñòè (òàáë. 1).
Îöåíêè, ïîëó÷àåìûå ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ýòîãî êëàññà, ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ øóìà êàê àääèòèâíîãî è ìóëü-
òèïëèêàòèâíîãî, òàê è ñìåøàííîãî, ñîñòîÿùåãî èç îáåèõ ýòèõ êîìïîíåíò. Âûáèðàÿ ïàðà-
ìåòðû α è β, ìû òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì òàêèå ñâîéñòâà ïîëó÷àåìîé ìîäåëè, êàê ðàçðå-
æåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü, à òàêæå íåÿâíî çàäàåì âèä øóìà, ïîäõîäÿùèé äëÿ èññëåäóåìîé
çàäà÷è. Ïðèìåð òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÀÁ-äèâåðãåíöèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [10].

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ÀÁ-äèâåð-
ãåíöèþ â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîòåðü:

(A∗, X∗) = arg min
A>0, X>0

D
(α,β)
AB (P,AX) . (2)

Ìóëüòèïëèêàòèâíûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïîòåðü

Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ôóíêöèè ïîòåðü íå âûïóêëû ïî ñîâîêóïíîñòè
àðãóìåíòîâ A,X, çàäà÷à (1) ðåøàåòñÿ ïîî÷åðåäíîé ìèíèìèçàöèåé D (P,AX) ïî A è X
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ñëåäóþùåãî âèäà:
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Òàáëèöà 1: Íåêîòîðûå ôóíêöèè èç ñåìåéñòâà AB-äèâåðãåíöèé

(α, β) Ôóíêöèÿ ïîòåðü d
(α,β)
AB (p, q) Íàçâàíèå

(1, 0) dKL (p, q) = p ln
p

q
− p+ q Äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà

(1, −1) dIS (p, q) = ln
q

p
+
p

q
− 1 Äèâåðãåíöèÿ Èòàêóðà-Ñàèòî

(1, 1) 1
2
dE (p, q) =

1

2
(p− q)2 Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå

(0,5, 0,5) 2dH (p, q) = 2
(√

p−√q
)2

Ðàññòîÿíèå Õåëèíãåðà

(2, −1)
1

2
dP (p, q) =

1

2

(p− q)2

q
χ2 Ïèðñîíà

(−1, 2)
1

2
dN (p, q) =

1

2
dH (q, p) =

1

2

(p− q)2

p
χ2 Íåéìàíà

(0, 0)
1

2
dE (ln p, ln q) =

1

2
(ln(p)− ln(q))2 Ëîã-åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå

Âõîä: A0 > 0, X0 > 0

öèêë // t = 0, 1, 2, . . .
çàôèêñèðîâàâ At, íàéäåì òàêîå X t+1, ÷òî D (P,AtX t+1) 6 D (P,AtX t);
çàôèêñèðîâàâ X t+1, íàéäåì òàêîå At+1, ÷òî D (P,At+1X t+1) 6 D (P,AtX t+1);

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ òàêèõ îáíîâëåíèé. Ìîæíî íà êàæäîì
øàãå íàõîäèòü çíà÷åíèå ìàòðèöû-ìíîæèòåëÿ, ìèíèìèçèðóþùåå D (P,AX), êîãäà âòîðàÿ
ìàòðèöà-ìíîæèòåëü ôèêñèðîâàíà. Àëãîðèòì ñ òàêèìè îáíîâëåíèÿìè áóäåò ðåàëèçîâû-
âàòü ìåòîä áëî÷íî-ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Â ñëó÷àå äâóõ áëîêîâ ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé [11]. Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïîòåðü òî÷íûå
ìèíèìóìû ïî êàæäîé èç ìàòðèö íàéòè ëåãêî: íàïðèìåð, êîãäà òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ
èçìåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè íîðìû Ôðîáåíèóñà, ïîêîìïîíåíòíûå ìèíèìóìû íàõîäÿòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêè (ýòî ñâîéñòâî ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà HALS [12]). Ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ
ôóíêöèé ïîòåðü, â òîì ÷èñëå ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ÀÁ-äèâåðãåíöèé, ïîêîìïîíåíòíûå
ìèíèìóìû ìîæíî íàéòè òîëüêî ÷èñëåííî è ïðèáëèæåííî. Ýòî ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà÷è-
òåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ïðèòîì ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà òàêîãî àëãîðèòìà ìîæåò
è íå ÿâëÿòüñÿ ñòàöèîíàðíîé. Âìåñòî ïîèñêà òî÷íîãî ïîêîìïîíåíòíîãî ìèíèìóìà ôóíê-
öèè D (P,AX) äîñòàòî÷íî íà êàæäîé èòåðàöèè äåëàòü òîëüêî îäèí øàã â íàïðàâëåíèè åå
óìåíüøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä:

Âõîä: A0 > 0, X0 > 0

öèêë // t = 0, 1, 2, . . .

xt+1
kj = xtkj − ν

∂D (P,AX)

∂xkj
, k = 1, . . . , r, j = 1, . . . , n;

at+1
ik = atik − η

∂D (P,AX)

∂aik
, i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , r;

ãäå ν, η � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàäàþùèå äëèíû øàãà â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòíîãî
ñïóñêà. Â îáùåì ñëó÷àå äëèíà øàãà â íàïðàâëåíèè ñïóñêà ìîæåò âûáèðàòüñÿ èíäèâèäóàëü-
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íî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèö, à òàêæå ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè t:

xt+1
kj = xtkj − νtkj

∂D (P,AX)

∂xkj
;

at+1
ik = atik − ηtik

∂D (P,AX)

∂aik
.

Êðîìå òîãî, ãðàäèåíòíûé ñïóñê ìîæåò âåñòèñü â òðàíñôîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïà-
ðàìåòðîâ:

xt+1
kj = ϕ−1

(
ϕ
(
xtkj
)
− νtkj

∂D (P,AX)

∂ϕ (xkj)

)
;

at+1
ik = ϕ−1

(
ϕ
(
atik
)
− ηtik

∂D (P,AX)

∂ϕ (aik)

)
,

ãäå ϕ(z) � íåêîòîðîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ïåðåõîä â òðàíñôîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, êîãäà ïîêîìïîíåíòíûå ãåññèàíû ìèíèìè-
çèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â íåì èìåþò ìåíüøåå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè (èçâåñòíî, ÷òî ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ìèíèìàëüíîãî è ìàê-
ñèìàëüíîãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãåññèàíà [13]).

Ïîñêîëüêó ãðàäèåíòíûé ñïóñê íå ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè êîìïî-
íåíò, íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî ïðîåöèðîâàòü îáíîâëåííûå çíà÷åíèÿ A è X íà íåîò-
ðèöàòåëüíóþ îáëàñòü. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìîíîòîííîå óáûâàíèå
ôóíêöèè ïîòåðü, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî îïòèìèçèðîâàòü ïàðàìåòðû νtkj, η

t
ik âäîëü íà-

ïðàâëåíèÿ ñïóñêà, ÷òî ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Âìåñòî
ýòîãî ìîæíî âûáðàòü νtkj, η

t
ik òàê, ÷òîáû îáíîâëåíèÿ áûëè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè, ò. å. ÷òî-

áû xkj, aik íà êàæäîì øàãå óìíîæàëèñü íà íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå
íåîòðèöàòåëüíîñòü ðåøåíèÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ îñíî-
âàíû èìåííî íà ýòîì ïîäõîäå.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá âûáîðà νtkj, η
t
ik, ïðèâîäÿùèé ê ìóëüòèïëèêàòèâíûì îáíîâëåíèÿì

â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ∇A � ãðàäèåíò
D (P,AX) ïî A, ∇+

A = max (∇A, 0) , ∇−A = max (−∇A, 0) , ãäå ìàêñèìóìû áåðóòñÿ ïîêîì-
ïîíåíòíî, ò. å. ∇A = ∂D/∂A = ∇+

A −∇
−
A. Âûáèðàÿ η

t
ik = atik/

[
∇+
A

]
ik
, ïîëó÷èì ìóëüòèïëè-

êàòèâíûå îáíîâëåíèÿ âèäà

at+1
ik = atik

[
∇−A
]
ik[

∇+
A

]
ik

.

Àíàëîãè÷íî äëÿ X, âçÿâ νtkj = xtkj/
[
∇+
X

]
kj
, ïîëó÷àåì:

xt+1
kj = xtkj

[
∇−X
]
kj[

∇+
X

]
kj

.

Àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó (2) ïóòåì ïîî÷åðåäíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ øàãîâ
ïî A è X, áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [7]. Ãðàäèåíòíûé ñïóñê â íåì âåäåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå,
òðàíñôîðìèðîâàííîì ôóíêöèåé äåôîðìèðîâàííîãî ëîãàðèôìà:

ϕ(z) = ln1−α(z) =


zα − 1

α
, åñëè α 6= 0;

ln z, åñëè α = 0,
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îáðàòíîé ôóíêöèåé ê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåôîðìèðîâàííàÿ ýêñïîíåíòà:

ϕ−1(z) = exp1−α(z) =


exp(z), åñëè α = 0;

(1 + αz)1/α , åñëè α 6= 0, 1 + αz > 0;

0, åñëè α 6= 0, 1 + αz < 0.

Àëãîðèòì âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xkj ← xkj

exp1−α


m∑
i=1

aikq
α+β−1
ij ln1−α (pit/qit)

m∑
i=1

aikq
α+β−1
ij



ω(α,β)

;

aik ← aik

exp1−α


n∑
j=1

xkjq
α+β−1
ij ln1−α (pit/qit)

n∑
j=1

xkjq
α+β−1
ij



ω(α,β)

,

(3)

ãäå

ω (α, β) =



1, åñëè α = 0, β = 1;

0, åñëè α = 0, β 6= 1;

α
1−β , åñëè α 6= 0,

β

α
<

1

α
− 1;

1, åñëè α 6= 0,
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;

α
α+β−1 , åñëè α 6= 0,

β

α
>

1

α
.

Ïðè α 6= 0 âèä îáíîâëåíèé óïðîùàåòñÿ:

xkj ← xkj


m∑
i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

m∑
i=1

aikq
α+β−1
ij


ω′(α,β)

;

aik ← aik


n∑
j=1

xkjp
α
ijq

β−1
ij

n∑
j=1

xkjq
α+β−1
ij


ω′(α,β)

;

ω′ (α, β) =



1

1− β
, åñëè β

α
<

1

α
− 1;

1

α
, åñëè

β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;

1

α + β − 1
, åñëè

β

α
>

1

α
.

Â ìàòðè÷íîì âèäå èõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X ←X ⊗
((
ATZ

)
�
(
ATQ[α+β−1]))[ω′(α,β)]

;

A←A⊗
((
ZXT

)
�
(
Q[α+β−1]XT

))[ω′(α,β)]
.

(4)
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Çäåñü Z = P [α] ⊗Q[β−1], ñèìâîëîì ⊗ îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàöèÿ ïîýëåìåíòíîãî (Àäàìàðîâà)
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ñèìâîëîì � � ïîýëåìåíòíîãî äåëåíèÿ, [.] � ïîýëåìåíòíîãî âîçâåäå-
íèÿ â ñòåïåíü.

Âèäíî, ÷òî ïðè α = 0, β 6= 1 àëãîðèòì (3) íå ìîäèôèöèðóåò A è X; àâòîðû [7] ïðåä-
ëàãàþò îãðàíè÷èòü ω (α, β) ñíèçó íåáîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, ÷òîáû àëãîðèòì
ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ïðè α, áëèçêèõ ê íóëþ, è β, íå ðàâíûõ åäèíèöå. Â äàííîé ðàáîòå
ìû íå áóäåì ïîäðîáíåå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ α = 1, β = 1, êîãäà ÀÁ-äèâåðãåíöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â íîðìó
Ôðîáåíèóñà, è α = 1, β = 0, êîãäà ïîëó÷àåòñÿ äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, àëãî-
ðèòì (3) ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè àëãîðèòìàìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé
ïîòåðü èç ðàáîò [2, 3].

Ñõîäèìîñòü

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè, èñïîëüçóåìûå äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî
ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ [4].

Ëàãðàíæèàí îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (1) èìååò âèä L (A,X, µ, ν) = D (P,AX)−µ⊗A−
− ν ⊗X, ãäå µ è ν � ìàòðèöû ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ðàçìåðîâ m×r è r×n ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà [13], åñëè (A,X) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî
íàéäóòñÿ òàêèå µ è ν ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

A > 0, X > 0;

∇AL = 0, ∇XL = 0;

µ⊗ A = 0, ν ⊗X = 0.

Óïðîùàÿ âòîðóþ ïàðó óñëîâèé, ïîëó÷àåì

µ = −∇AD, ν = −∇XD.

C ó÷åòîì ýòîãî, à òàêæå òðåáîâàíèé µik > 0, νkj > 0, óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

A > 0, X > 0; (5-à)

∇AD > 0, ∇XD > 0; (5-á)

A⊗∇AD = 0, X ⊗∇XD = 0. (5-â)

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü (A,X) ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé çàäà÷è íåîòðèöàòåëüíîãî
ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïîòåðü D (P,AX) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ A
è X âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (5-à), (5-á), (5-â).

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ïîòåðü D (P,AX) íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ïî
ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ (A,X), âûïîëíåíèå (5-à)�(5-â) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ íåâûïóêëîé îïòèìèçà-
öèè, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à, äëÿ áîëüøèíñòâà àëãîðèòìîâ óäàåò-
ñÿ ïîêàçàòü òîëüêî ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå, à áîëåå ñèëüíûõ óòâåðæäåíèé î ñõî-
äèìîñòè äîêàçàòü íå óäàåòñÿ [14]. Íà ïðàêòèêå ïðè ìèíèìèçàöèè íåâûïóêëûõ ôóíêöèé
èìåííî òàêîé âèä ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ êàê äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà.

Ìóëüòèïëèêàòèâíûå àëãîðèòìû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â íåîòðèöàòåëüíîì ìàòðè÷íîì
ðàçëîæåíèè íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ïîêàçàòü äîñòàòî÷íî
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ñëîæíî � äëÿ ìíîãèõ àëãîðèòìîâ îíà íå äîêàçàíà âîîáùå. Âìåñòî ýòîãî êàê íåêîòîðûé
àíàëîã ñõîäèìîñòè çà÷àñòóþ èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà
çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîòåðü íå âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó D (P,At, X t) îãðàíè÷åíà ñíèçó (íó-
ëåì), åå íåâîçðàñòàíèå ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî àëãîðèòì ñîéäåòñÿ. Ïðè ýòîì íåâîçðàñ-
òàíèå ôóíêöèè ïîòåðü íå ÿâëÿåòñÿ íè íåîáõîäèìûì, íè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäè-
ìîñòè ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå: âî-ïåðâûõ, íå ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà àëãîðèò-
ìà ñ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, âî-âòîðûõ, íåò ãàðàíòèè,
÷òî àëãîðèòì ñîéäåòñÿ ê ñâîåé ïðåäåëüíîé òî÷êå [15].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ôóíêöèè. Ïóñòü ïðè ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöå A ìèíèìèçèðóåòñÿ D(X) =
= D (P,AX); ôóíêöèÿ G(X, Y ) íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé äëÿ D(X), åñëè

G(X, Y ) > D(X), G(X,X) = D(X) ∀X, Y.

Îïðåäåëèì
X t+1 = arg min

X
G(X,X t). (6)

Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ

D(X t) = G(X t, X t) > G(X t+1, X t) > G(X t+1, X t+1) = D(X t+1).

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèÿ G(X, Y ), äîïîëíèòåëüíàÿ äëÿ
D(X), áóäåò äîïîëíèòåëüíîé è äëÿ D(AT) = D

(
PT, XTAT

)
:

G(AT, BT) > D(AT), G(AT, AT) = D(AT) ∀A,B.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè òàêóþ ôóíêöèþ G(X, Y ), ÷òî îáíîâëåíèÿ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåøåíèå
çàäà÷è (6), à îáíîâëåíèÿ A � êàê ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è:

At+1 = arg min
A

G(A,At). (7)

Ìóëüòèïëèêàòèâíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè íîðìû Ôðîáåíèóñà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàèáîëåå èññëåäîâàííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé α = 1, β = 1, ïðè êîòî-
ðîì AB-äèâåðãåíöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â íîðìó Ôðîáåíèóñà:

(A∗, X∗) = arg min
A>0, X>0

DF (P,AX) = arg min
A>0, X>0

‖P − AX‖2F . (8)

Èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò ïî íåîòðèöàòåëüíîìó ìàòðè÷íîìó
ðàçëîæåíèþ [2] áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí ìóëüòèïëèêàòèâíûé àëãîðèòì ñëåäóþùåãî âèäà:

X ←X ⊗
((
ATP

)
�
(
ATAX

))
;

A←A⊗
((
PXT

)
�
(
AXXT

))
,

(9)

à â [3] ïîêàçàíî ìîíîòîííîå íåâîçðàñòàíèå ôóíêöèè ïîòåðü ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè.
Ó ýòîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ íà ãðàíèöå îáëàñòè

íåîòðèöàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ A è X. ×òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ Êàðóøà-Êóíà-Òàêêå-
ðà (5-á), (5-â), íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ïðåäåëüíîé òî÷êå àëãîðèòìà íå áûëî òàêèõ k, j, ÷òî
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∇xjkD < 0, xjk = 0. Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ X0 ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíû, òî ýòî íå ìîæåò ïðîèçîéòè, òàê êàê, åñëè íà øàãå ñ íîìåðîì t âûïîëíÿåòñÿ

∇xkjD =
[(
At
)T
AtX t

]
kj
−
[(
At
)T
P
]
kj
< 0,

òî íà ñëåäóþùåì øàãå

xt+1
kj = xtkj

[
(At)

T
P
]
kj[

(At)TAtX t
]
kj

> xtkj > 0.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü
âûïîëíåíèå óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû èñêîìûõ ìàòðèö
áûëè èíèöèàëèçèðîâàíû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè, à â õîäå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáíîâëå-
íèé îíè àâòîìàòè÷åñêè áóäóò îñòàâàòüñÿ òàêèìè.

Îäíàêî ýòî èçáàâëÿåò íàñ íå îò âñåõ ïðîáëåì: ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà îêàçûâàåòñÿ ïîä
âîïðîñîì íå òîëüêî òîãäà, êîãäà êàêèå-òî èç ýëåìåíòîâ ìàòðèö â òî÷íîñòè ðàâíû íóëþ,
íî è òîãäà, êîãäà îíè ê íóëþ ñòðåìÿòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì òàêæå ìîæåò îñòàíàâëè-
âàòüñÿ â íåñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì îáíîâëåíèå äëÿ ñòîëá-
öà xj ìàòðèöû X, îáîçíà÷àÿ êàê pj ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö ìàòðèöû P , è ïåðåïèøåì
ìóëüòèïëèêàòèâíîå îáíîâëåíèå â àääèòèâíîì âèäå:

xt+1
j = xtj ⊗

((
ATpj

)
�
(
ATAxtj

))
=

= xtj ⊗
((
ATpj + ATAxtj − ATAxtj

)
�
(
ATAxtj

))
=

= xtj ⊗
(
1−

(
ATAxtj − ATpj

)
�
(
ATAxtj

))
=

= xtj − xtj �
(
ATAxtj

)
⊗
(
ATAxtj − ATpj

)
=

= xtj − dTxj∇xjD (pj, Axj) .

Çäåñü dxj ∈ Rr
+ � âåêòîð-ñòîëáåö ñ ýëåìåíòàìè dk =

xtkj

[ATAxtj]k
. ×òîáû àëãîðèòì îáåñïå÷èâàë

äîñòàòî÷íûé ñïóñê1, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå dk áûëè îòäåëåíû îò íóëÿ, ÷òî äëÿ äàííîãî
âåêòîðà â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî; ïîýòîìó îáíîâëåíèÿ X ìîãóò ïðåêðàùàòüñÿ â òî÷êå,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.

×òîáû èçáåæàòü îïèñàííûõ ïðîáëåì ñî ñõîäèìîñòüþ, äîñòàòî÷íî ÿâíûì îáðàçîì îòäå-
ëèòü ðåøåíèÿ îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé. Ýòî äåëàåò ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ
àëãîðèòìà (9):

X ←max
(
ε,X ⊗

((
ATP

)
�
(
ATAX

)))
;

A←max
(
ε, A⊗

((
PXT

)
�
(
AXXT

)))
,

(10)

ãäå ε > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, à ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.
Â ðàáîòå [16] äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òàêîãî àëãîðèòìà.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ε > 0, P > 0, (A0, X0) > ε ôóíêöèÿ ïîòåðü ‖P − AX‖2F
ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò â ïðîöåññå îáíîâëåíèé (10).

1Â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f(x), x ∈ Rn, íàïðàâëåíèå d ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñïóñ-
êà, åñëè dT∇f(x) < 0, è íàïðàâëåíèåì äîñòàòî÷íîãî ñïóñêà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî

dT∇f(x) 6 −C ‖∇f(x)‖2.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà àëãîðèòìà (10) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷-
êîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

(A∗ε, X
∗
ε ) = arg min

A>ε,X>ε
‖P − AX‖2F .

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü (Aε, Xε) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà àëãîðèòìà (10). Ïðîâåäåì ðàç-
ðåæèâàíèå, îáíóëÿÿ ýëåìåíòû ïîëó÷åííûõ ìàòðèö, â òî÷íîñòè ðàâíûå ε. Îïðåäåëèì
A = Aε ⊗ [Aε > ε], X = Xε ⊗ [Xε > ε]. Äëÿ âñåõ i, j, k âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:



[
aik = 0, ∇aikD > −O (ε) ;

aik > 0, |∇aikD| 6 O (ε) ;[
xkj = 0, ∇xkjD > −O (ε) ;

xkj > 0,
∣∣∇xkjD

∣∣ 6 O (ε) .

Òî åñòü, õîòÿ ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå (A,X) è íå ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ñòàöèî-
íàðíîé òî÷êîé èñõîäíîé çàäà÷è (8), óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (5-à)�(5-â) âûïîëíÿ-
þòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî O (ε).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãîðèòìà (10) îòêðûòûì îñòàåòñÿ òîëüêî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ
â ãåíåðèðóåìîé èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (At, X t) ïðåäåëüíîé òî÷êè. Èñïîëüçóåì äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà åå ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, óñòàíîâëåííîå â ðàáîòå [17].

Óòâåðæäåíèå 4. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (At, X t) , ãåíåðèðóåìàÿ àëãîðèòìîì (10),
ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó C ïðè óñëîâèè, ÷òî (A0, X0) ∈ C.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òåîðåìû Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (At, X t), ïîðîæäàåìàÿ àëãîðèòìîì (10), èìååò õîòÿ
áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî àëãîðèòìà (10) íåîòðè-
öàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ñ íîðìîé Ôðîáåíèóñà ïîêàçàíî, ÷òî îí âñåãäà ñõî-
äèòñÿ, à åãî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ëåæèò ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå èñõîä-
íîé çàäà÷è (8). Òî åñòü íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè â àëãîðèòìå (9) óäàåòñÿ îáåñïå÷èòü
åãî âû÷èñëèòåëüíóþ óñòîé÷èâîñòü (îòñóòñòâèå äåëåíèÿ íà íîëü) è ãàðàíòèðîâàòü ñõîäè-
ìîñòü â îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, ïðè÷åì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ðàçìåð ýòîé
îêðåñòíîñòè, ìîæíî óïðàâëÿòü, îáåñïå÷èâàÿ áàëàíñ ìåæäó âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòüþ àëãîðèòìà è òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ.

Ìóëüòèïëèêàòèâíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ÀÁ-äèâåðãåíöèè

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è (2) íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ñ ÀÁ-
äèâåðãåíöèåé. Îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà (3) â ðàáîòå [7] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Ôóíêöèÿ D
(α,β)
AB (P,AX) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïðè îáíîâëåíèÿõ (4)

äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (A0, X0) > 0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ:

G
(
Qt+1, Qt, P

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

r∑
k=1

atikx
t
kj

qtij
d̄
(α,β)
AB

(
q̂ij, q

t
ij, pij

)
;

d̄
(α,β)
AB

(
q̂ij, q

t
ij, pij

)
=



pα+βij

β (α + β)
+

(
qtij
)α+β

α (α + β)
−
pαij q̂

β
ij

αβ
+

(
qtij
)α+β−1
α

(
q̂ij − qtij

)
,

åñëè
β

α
<

1

α
− 1;

pα+βij

β (α + β)
+

q̂α+βij

α (α + β)
−
pαij q̂

β
ij

αβ
,

åñëè
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;

pα+βij

β (α + β)
+

q̂α+βij

α (α + β)
−
pαij
(
qtij
)β

αβ
−
pαij
(
qtij
)β−1

α

(
q̂ij − qtij

)
;

åñëè
β

α
>

1

α
,

q̂tij = qtij
at+1
ik xt+1

kj

atikx
t
kj

.

(11)

Ïðè β = 0 è α = −β ôóíêöèÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.
Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëè â (4) ìîãóò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ. ×òîáû èçáåæàòü

äåëåíèÿ íà íîëü, â ðàáîòå [7] áûëî ïðåäëîæåíî ïðèáàâëÿòü íåáîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ
êîíñòàíòó ε ê çíàìåíàòåëÿì âûðàæåíèé â (4), îäíàêî âîïðîñ âëèÿíèÿ òàêîé ìîäèôèêà-
öèè íà ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà è ñâîéñòâà ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Âìåñòî
äîáàâëåíèÿ ε ê çíàìåíàòåëÿì ìíîæèòåëåé ìóëüòèïëèêàòèâíîãî àëãîðèòìà ìîäèôèöèðó-
åì (4) àíàëîãè÷íî (10), îòäåëèâ ïðèíèìàåìûå ýëåìåíòàìè ìàòðèö çíà÷åíèÿ îò íóëÿ:

X ←max
(
ε,X ⊗

((
ATZ

)
�
(
ATQ[α+β−1]))[ω′(α,β)]

)
;

A←max
(
ε, A⊗

((
ZXT

)
�
(
Q[α+β−1]XT

))[ω′(α,β)]
)
.

(12)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïîòåðü â îòäåëåííîé îò íóëÿ îáëàñòè:

(A∗ε, X
∗
ε ) = arg min

A>ε,X>ε
D

(α,β)
AB (P,AX) . (13)

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ôóíêöèÿ D
(α,β)
AB (P,AX) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïðè

îáíîâëåíèÿõ (12) äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (A0, X0) > ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü At > ε. Îáîçíà÷èì çà X t+1 = arg min
X>ε

G (AtX,AtX t, P ), ãäå G �

äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (11). Ïî îïðåäåëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ôóíêöèè èìååì:

D
(α,β)
AB

(
P,AtX t

)
= G

(
AtX t, AtX t, P

)
> min

X>ε
G
(
AtX,AtX t, P

)
=

= G
(
AtX t+1, AtX t, P

)
> G

(
AtX t+1, AtX t+1, P

)
= D

(α,β)
AB

(
P,AtX t+1

)
.
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Ïîêàæåì, ÷òî îáíîâëåíèÿ (12) ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (6), (7) ìèíèìèçàöèè
äîïîëíèòåëüíîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G
(
AtX,AtX t, P

)
=
∑
i,j,k

atikx
t
kj

qtij
d̄
(α,β)
AB

(
qtij
xkj
xtkj

, qtij, pij

)
.

Îáîçíà÷èì

gkj
(
xkj, x

t
kj, A

t, P
)

= xtkj

m∑
i=1

atik
qtij
d̄
(α,β)
AB

(
qtij
xkj
xtkj

, qtij, pij

)
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ G (AtX,AtX t, P ) ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ ïî xkj,

X t+1 = arg min
X>ε

G
(
AtX,AtX t, P

)
⇐⇒

xt+1
kj = arg min

xkj>ε
gkj
(
xkj, x

t
kj, A

t, P
)
∀k, j.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

d̄
(α,β)
AB

(
qtij
xkj
xtkj

, qtij, pij

)
=



pα+βij

β (α + β)
+

(
qtij
)α+β

α (α + β)
−
pαij
(
qtij
)β
xβkj

αβ
(
xtkj
)β +

(
qtij
)α+β
α

(
xkj
xtkj
− 1

)
,

åñëè
β

α
<

1

α
− 1;

pα+βij

β (α + β)
+

(
qtij
)α+β

xα+βkj

α (α + β)
(
xtkj
)α+β − pαij q̂

β
ij

αβ
,

åñëè
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;

pα+βij

β (α + β)
+

(
qtij
)α+β

xα+βkj

α (α + β)
(
xtkj
)α+β − pαij

(
qtij
)β

αβ
−
pαij
(
qtij
)β

α

(
xkj
xtkj
− 1

)
,

åñëè
β

α
>

1

α

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî xkj ïî ïîñòðîåíèþ [7], òî âûïóêëà ïî xkj è gkj
(
xkj, x

t
kj, A

t, P
)
; ñëå-

äîâàòåëüíî, åå áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ

∂gkj
∂xkj

= xtkj

m∑
i=1

atik
qtij

∂d̄AB
∂xkj

= 0.

Ðàñïèøåì åãî:

∂d̄AB
∂xkj

=



(
qtij
)β
α

1

xtkj

(qtij)α − pαij
(
xkj
xtkj

)β−1
 , åñëè

β

α
<

1

α
− 1;(

qtij
)β
α

xβ−1kj(
xtkj
)β
((
qtij
)α(xkj

xtkj

)α

− pαij

)
, åñëè

β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;(

qtij
)β
α

1

xtkj

(qtij)α
(
xkj
xtkj

)α+β−1

− pαij

 , åñëè
β

α
>

1

α
.
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∂gkj
∂xkj

=



1
α

∑m
i=1 a

t
ik

(
qtij
)β−1(qtij)α − pαij

(
xkj
xtkj

)β−1
 , åñëè

β

α
<

1

α
− 1;

1

α

(
xkj
xtkj

)β m∑
i=1

atik
(
qtij
)β−1((

qtij
)α(xkj

xtkj

)α

− pαij

)
, åñëè

β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;

1

α

m∑
i=1

atik
(
qtij
)β−1(qtij)α

(
xkj
xtkj

)α+β−1

− pαij

 , åñëè
β

α
>

1

α
;

∂gkj
∂xkj

= 0⇔



(
xkj
xtkj

)1−β m∑
i=1

atik
(
qtij
)α+β−1

=
m∑
i=1

atik
(
qtij
)β−1

pαij, åñëè
β

α
<

1

α
− 1;(

xkj
xtkj

)α m∑
i=1

atik
(
qtij
)α+β−1

=
m∑
i=1

atik
(
qtij
)β−1

pαij, åñëè
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]
;(

xkj
xtkj

)α+β−1∑m
i=1 a

t
ik

(
qtij
)α+β−1

=
∑m

i=1 a
t
ik

(
qtij
)β−1

pαij, åñëè
β

α
>

1

α
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

xt+1
kj = arg min

xkj>ε
gkj
(
xkj, x

t
kj, A

t, P
)

= max

ε, xtkj


m∑
i=1

atik
(
qtij
)β−1

pαij

m∑
i=1

atik
(
qtij
)α+β−1


ω′(α,β)

 ,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îáíîâëåíèÿìè àëãîðèòìà (12); ñëåäîâàòåëüíî, îáíîâëåíèÿ ïî X
èç (12) ïðèâîäÿò ê ìîíîòîííîìó íåâîçðàñòàíèþ ôóíêöèè ïîòåðü.

Äëÿ îáíîâëåíèé ïî A äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ êà÷åñòâà ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ìîäèôèöèðîâàííûì àëãî-
ðèòìîì (12). Äëÿ çàäà÷è (13) óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A > ε, X > ε,

∇AD
(α,β)
AB (P,AX) > 0, ∇XD

(α,β)
AB (P,AX) > 0,

(A− ε)⊗∇AD
(α,β)
AB (P,AX) = 0, (X − ε)⊗∇XD

(α,β)
AB (P,AX) = 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåìîé
ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà (12), ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ.

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäàåìîé àëãîðèò-
ìîì (12) äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (A0, X0) > ε, ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé
îòäåëåííîé îò íóëÿ çàäà÷è (13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
(
Ā, X̄

)
� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (At, X t), ïîðîæ-

äàåìîé àëãîðèòìîì (12), à Q̄ = ĀX̄. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïîòåðü îãðàíè÷åíà ñíèçó (íóëåì),

èç åå ìîíîòîííîãî íåâîçðàñòàíèÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòüD
(α,β)
AB (P,AtX t) êD

(α,β)
AB

(
P, ĀX̄

)
. Êðî-

ìå òîãî,

x̄kj = max
(
ε, c

ω′(α,β)
kj x̄kj

)
, (15)
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ãäå

ckj ≡

m∑
i=1

āikq̄
β−1
ij pαij

m∑
i=1

āikq̄
α+β−1
ij

,

ïðè÷åì ýòî âûðàæåíèå âñåãäà îïðåäåëåíî, òàê êàê (A0, X0) > ε è âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå
íå ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ. Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì äëÿ ãðàäèåíòà ÀÁ-äèâåðãåíöèè:

[
∇XD

(α,β)
AB (P,AX)

]
kj

=
1

α

m∑
i=1

qβ−1ij aik
(
qαij − pαij

)
=

1

α

1−

m∑
i=1

aikq
β−1
ij pαij

m∑
i=1

aikq
α+β−1
ij

 ,

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ êîìïîíåíòû x̄kj ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (13) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x̄kj > ε;

ckj 6 1;

(x̄kj − ε) (ckj − 1) = 0.

Â òî æå âðåìÿ, èç âûðàæåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî, ïîñêîëüêó x̄kj � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, ëèáî

c
ω′(α,β)
kj 6 1 (à ðàç ω′ (α, β) 6 1, òî è ckj 6 1) è x̄kj = ε, ëèáî x̄kj > ε è ckj = 1; ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ x̄kj âûïîëíÿþòñÿ. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ k, j, ò. å. äëÿ âñåé
ìàòðèöû X̄.

Äëÿ Ā äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ïóñòü (Aε, Xε) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà àëãîðèòìà (12). Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

A0 = Aε ⊗ [Aε > ε] ;

X0 = Xε ⊗ [Xε > ε] ,

ò. å. îáíóëèì â Aε, Xε âñå ýëåìåíòû, ðàâíûå ε. Ïîêàæåì, ÷òî (A0, X0) àïïðîêñèìèðóåò
ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó èñõîäíîé çàäà÷è (2) ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà ε.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ìàòðèö (A0, X0), ïîëó÷åííûõ èç (Aε, Xε) îáíóëåíèåì ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ
ε, âåðíî ñëåäóþùåå:

 a0ik = 0,
(
∇AD

(α,β)
AB (P,A0X0)

)
ik
> −O (ε) ;

a0ik > 0,
∣∣∣∇AD

(α,β)
AB (P,A0X0)

∣∣∣
ik
6 O (ε) ;x0kj = 0,

(
∇XD

(α,β)
AB (P,A0X0)

)
kj
> −O (ε) ;

x0kj > 0,
∣∣∣∇XD

(α,β)
AB (P,A0X0)

∣∣∣
kj
6 O (ε) ,

ò. å. â òî÷êå (A0, X0) óñëîâèÿ Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è (2) ïðàêòè÷åñêè
âûïîëíÿþòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (Aε, Xε) çàäà÷è (13) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà:

 aεik = ε,
(
∇AD

(α,β)
AB (P,AεXε)

)
ik
> 0;

aεik > ε,
∣∣∣∇AD

(α,β)
AB (P,AεXε)

∣∣∣
ik

= 0;xεkj = ε,
(
∇XD

(α,β)
AB (P,AεXε)

)
kj
> 0;

xεkj > ε,
∣∣∣∇XD

(α,β)
AB (P,AεXε)

∣∣∣
kj

= 0.

(16)

Ïîñòðîèì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ãðàäèåíòà ∇XD
(α,β)
AB â òî÷-

êàõ (A0, X0) è (Aε, Xε), îáîçíà÷àÿ Q0 = A0X0 è Qε = AεXε:

max
k,j

∣∣∣∇XD
(α,β)
AB (P,AεXε)−∇XD

(α,β)
AB (P,A0X0)

∣∣∣
k,j

=

=
1

α
max
k,j

∣∣∣AT
ε

(
Q[α+β−1]
ε − P [α] ⊗Q[β−1]

ε

)
− AT

0

(
Q

[α+β−1]
0 − P [α] ⊗Q[β−1]

0

)∣∣∣
k,j
6

6
1

α
max
k,j

∣∣∣AT
εQ

[α+β−1]
ε − AT

0Q
[α+β−1]
0

∣∣∣
k,j

+

+
1

α
max
k,j

∣∣∣AT
ε

(
Q[β−1]
ε ⊗ P [α]

)
− AT

0

(
Q

[β−1]
0 ⊗ P [α]

)∣∣∣
k,j
6

6
1

α
max
k,j

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

(
(a0ik + ε) qα+β−1εij − a0ikqα+β−10ij

)∣∣∣∣∣+
+

1

α
max
k,j

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

pαij

(
(a0ik + ε) qβ−1εij − a0ikq

β−1
0ij

)∣∣∣∣∣ . (17)

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö Q0 è Qε:

q0ij =
r∑
l=1

a0ilx0lj =
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj 6=0

a0ilx0lj;

qεij =
r∑
l=1

aεilxεlj =
∑

l :
aεil>ε,
xεlj>ε

aεilxεlj +
∑

l :
aεil>ε,
xεlj=ε

aεilxεlj +
∑

l :
aεil=ε,
xεlj>ε

aεilxεlj +
∑

l :
aεil=ε,
xεlj=ε

aεilxεlj.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèö A0, X0 âåðíî ñëåäóþùåå:∑
l :
aεil>ε,
xεlj>ε

aεilxεlj =
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj 6=0

a0ilx0lj = q0ij;

∑
l :
aεil>ε,
xεlj=ε

aεilxεlj = ε
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj=0

a0il;

∑
l :
aεil=ε,
xεlj>ε

aεilxεlj = ε
∑

l :
a0il=0,
x0lj 6=0

x0lj;

∑
l :
aεil=ε,
xεlj=ε

aεilxεlj = ε2 · ] {l : aεil = ε, xεlj = ε} = ε2 · ] {l : a0il = 0, x0lj = 0} ,
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îòêóäà ïîëó÷àåì:

qεij =
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj 6=0

a0ilx0lj + ε

 ∑
l :
a0il 6=0,
x0lj=0

a0il +
∑

l :
a0il=0,
x0lj 6=0

x0lj

+ ε2 · ] {l : a0il = 0, x0lj = 0} ≡

≡ q0ij + εdij + ε2fij.

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, çàïèøåì ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà ôóíê-
öèè qyεij ïðè ðàçëîæåíèè ïî ε â íóëå:

qyεij =
(
q0ij + εdij + ε2fij

)y
= qy0ij + yqy−10ij dijε+O

(
ε2
)
.

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå ïðè y = α + β − 1 â âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû â ïåðâîì
ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè (17):

(a0ik + ε) qα+β−1εij − a0ikqα+β−10ij = (a0ik + ε)
(
qα+β−10ij + (α + β − 1) qα+β−20ij dijε+O

(
ε2
))
−

− a0ikqα+β−10ij = ε (α + β − 1) qα+β−20ij dij (a0ik + ε) +O
(
ε2
)

= O (ε) .

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðè y = β − 1:

pαij

(
(a0ik + ε) qβ−1εij − a0ikq

β−1
0ij

)
= pij

(
(a0ik + ε)

(
qβ−10ij + (β − 1) qβ−20ij dijε+O

(
ε2
))
−

− a0ikq
β−1
0ij

)
= pij

(
ε (β − 1) qβ−20ij dij (a0ik + ε) +O

(
ε2
))

= O (ε) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìàòðèöàìè ãðàäèåíòîâ∇XD
(α,β)
AB

ñïðàâåäëèâî

max
k,j

∣∣∣∇XD
(α,β)
AB (P,AεXε)−∇XD

(α,β)
AB (P,A0X0)

∣∣∣
k,j
6 O (ε) .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

max
i,k

∣∣∣∇AD
(α,β)
AB (P,AεXε)−∇AD

(α,β)
AB (P,A0X0)

∣∣∣
i,k
6 O (ε) .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå â óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà äëÿ òî÷êè (Aε, Xε) (16), ïîëó-
÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Çàêëþ÷åíèå

Ôóíêöèè ïîòåðü, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â çàäà÷å íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷-
íîãî ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âåðîÿòíîñòíûì ïðåäïîëîæåíèÿì î õàðàêòåðå
øóìà â ìîäåëè. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî âûáîð ôóíêöèè ïîòåðü ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò
íà ðåøåíèå çàäà÷è, íà ïðàêòèêå èññëåäîâàòåëè çà÷àñòóþ âûáèðàþò íîðìó Ôðîáåíèóñà èëè
äèâåðãåíöèþ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, ïîñêîëüêó ìåòîäû äëÿ íèõ ëó÷øå âñåãî èçâåñòíû è ïðî-
ðàáîòàíû. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ òàêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ôóíêöèé
ïîòåðü, êàê ÀÁ-äèâåðãåíöèè, ïîçâîëÿåò óíèôèöèðîâàòü ðàáîòó ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿ-
ìè ïîòåðü, äåëàÿ âûáîð ìåðû êà÷åñòâà áîëåå îáîñíîâàííûì. Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè òàêèå
ìåòîäû, âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè øóìà ìîæíî ñâåñòè ê âûáîðó îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ äèâåðãåíöèè.



Íóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìîé äëÿ ìíîãèõ ìåòîäîâ íåîòðèöàòåëüíîãî
ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæåíèå î ðàçðåæåííîñòè
ìàòðèö-ìíîæèòåëåé, íî äîáèòüñÿ åå ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ìåòîäàìè íåëüçÿ, à áîëåå ñëîæ-
íûå ìåòîäû ðàçðàáîòàíû òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ ôóíêöèé ïîòåðü. Ïðåäëîæåííûé â äàííîé
ðàáîòå ìåòîä ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷èòü ðàçðåæåííûå ìàòðèöû, à ñ äðóãîé �
ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå áëèçêî ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå çàäà÷è.
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