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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷è-
òûâàþùàÿ ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ. Îöåíêà îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà (êëàñòåðû). Èòîãîâàÿ îöåíêà ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî àë-
ãîðèòìîâ âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê ìåæäó êëà-
ñòåðàìè. Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà ïðåäëàãàåòñÿ òåîðåòèêî-
ãðóïïîâîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ó÷åòå ñèììåòðèé. Íà ïðèìåðå çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI
ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ðÿäå ñëó÷àåâ äàåò ìåíåå çàâûøåííóþ îöåíêó âåðîÿò-
íîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðàíåå êîìáèíàòîðíûìè îöåíêàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ, ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, îöåíêà âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ, ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ, ÷àñòîòà îøèáîê àëãîðèòìà.

Combinatorial bounds on probability of overfitting
based on clustering and coverage of classifiers∗
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The paper improves existing combinatorial bounds on probability of overfitting. A new bound
is based on partitioning of a set of classifiers into nonoverlapping clusters and then embedding
each cluster into a superset with known exact formula for the probability of overfitting. The key
idea is to account for similarities between classifiers within each cluster. As a result, the new
bound outperforms existing combinatorial bounds in the authors’ experiments on real datasets
from UCI repository.
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Ââåäåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó
âûáîðà ïî íåïîëíîé èíôîðìàöèè. Êà÷åñòâî àëãîðèòìà, âûáðàííîãî ïî êîíå÷íîé îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå îáúåêòîâ, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî õóæå íà íåçàâèñèìîé êîíòðîëüíîé
âûáîðêå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçîøëî ïåðåîáó÷åíèå àëãîðèòìà [1, 2].

Â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè [3] âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó-
÷åíèÿ íàçûâàþò äîëþ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ
ïîäâûáîðêè ôèêñèðîâàííîé äëèíû, ïðè êîòîðûõ ïðîèçîøëî ïåðåîáó÷åíèå. Â [4] ïîêàçà-
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íî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ çàâèñèò îò ïðîôèëÿ ðàññëîåíèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ
è îò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ ìåæäó ñîáîé.

Ïðîôèëåì ðàññëîåíèÿ íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê íà ãå-
íåðàëüíîé âûáîðêå. Àëãîðèòìû ñ âûñîêèì ÷èñëîì îøèáîê èìåþò íèçêóþ âåðîÿòíîñòü
ðåàëèçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ è ïîòîìó äàþò íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä â âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ. Äàííîå ÿâëåíèå ïîäðîáíî èçó÷åíî â ðàáîòàõ [5, 6, 7]. Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ
[8, 9] ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî êîìïîçèöèé ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè íà
ìíîãèõ çàäà÷àõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI.

Ñõîæèìè íàçûâàþò àëãîðèìû, õýììèíãîâû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ìàëû. Â [4]
ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷å-
íèÿ îñíîâàíû íà àíàëèçå ïàð ñâÿçíûõ àëãîðèòìîâ, ò. å. ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî íà îäíîì
îáúåêòå. Äàííûé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå ó÷åñòü ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ. Ïðåä-
ëîæåííûé â [10] ìåòîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñõîäñòâî, íî ëèøü â âèäå îöåíîê õóäøåãî ñëó÷àÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ñâÿçü ìåæäó ñõîäñòâîì àëãîðèòìîâ è âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó÷åíèÿ
áóäåò èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà [11, 12, 13]. ×òîáû óñòðàíèòü ýô-
ôåêò ðàññëîåíèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäóò ðàññìîòðåíû ìîäåëüíûå ñåìåéñòâà, â êîòîðûõ
âñå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà
êëàñòåðèçàöèè àëãîðèòìîâ ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Çàòåì äàííàÿ îöåíêà îáîáùàåò-
ñÿ íà ñåìåéñòâà ñ ðàññëîåíèåì àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê. Ýêñïåðèìåíòû íà 11 çàäà÷àõ
èç ðåïîçèòîðèÿ UCI ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä â ðÿäå ñëó÷àåâ óòî÷íÿåò âñå
èçâåñòíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà X =
(
x1, . . . , xL), ñîñòîÿùàÿ èç L îáúåêòîâ. Ïðîèç-

âîëüíûé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè, ïðèìåíåííûé ê äàííîé âûáîðêå, ïîðîæäàåò áèíàðíûé
âåêòîð îøèáîê a ≡

(
I(a, xi)

)
L
i=1, ãäå I(a, xi) ∈ {0, 1}� áèíàðíûé èíäèêàòîð îøèáêè àëãî-

ðèòìà a íà îáúåêòå xi. Â äàëüíåéøåì ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà X ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðî-
âàííîé, ïîýòîìó àëãîðèòìû áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ âåêòîðàìè èõ îøèáîê íà âûáîðêå X.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäâûáîðêè U ⊆ X ÷èñëî è ÷àñòîòà îøèáîê àëãîðèòìà a îáîçíà-
÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç n(a, U) =

∑
xi∈U

I(a, xi) è ν(a, U) = n(a, U)/|U |.

Ïóñòü [X]` �ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X íà îáó÷àþùóþ âûáîð-
êó X äëèíû ` è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó X̄ äëèíû k = L− `. Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàþò
îòîáðàæåíèå µ, êîòîðîå ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå X ∈ [X]` ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðûé àëãîðèòì a = µ(A,X) èç çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ A, ãäå A =
= {0, 1}L �ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ îøèáîê. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ðàçáèåíèÿ X t X̄ = X ïåðåîáó÷åííîñòüþ àëãîðèòìà a = µ(A,X) íàçûâàþò óêëîíåíèå
÷àñòîò åãî îøèáîê íà êîíòðîëå è íà îáó÷åíèè δ(a,X) = ν(a, X̄)− ν(a,X).

×àñòîòó îøèáîê ν(a,X) àëãîðèòìà a íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X ÷àñòî íàçûâàþò ýìïè-
ðè÷åñêèì ðèñêîì. Ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÌÝÐ)� ýòî òàêîé ìåòîä îáó÷åíèÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé îáó÷àþùåé âûáîðêè X âûáðàííûé àëãîðèòì a = µ(A,X) äîïóñêàåò íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ X ∈ [X]`

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî µ(A,X) ∈ A(X), ãäå

A(X) ≡ Arg min
a∈A

n(a,X). (1)
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Ïðè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæåò âîçíèêàòü íåîäíîçíà÷íîñòü � íåñêîëüêî
àëãîðèòìîâ èç A(X) ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Äëÿ
óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïè-
ðè÷åñêîãî ðèñêà, âûáèðàþùèé â A(X) àëãîðèòì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé
âûáîðêå. Ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ïðàêòèêå, òàê êàê îí ïîä-
ãëÿäûâàåò â ñêðûòóþ ÷àñòü ãåíåðàëüíîé âûáîðêè. Òåì íå ìåíåå ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ
ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé òåîðåòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé, ïîñêîëüêó îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âåðõíèå
îöåíêè íà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ëþáîãî ÌÝÐ.

Ñëåäóÿ ñëàáîé âåðîÿòíîñòíîé àêñèîìàòèêå [4], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå [X]`

âñåõ C`
L ðàçáèåíèé X t X̄ ââåäåíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Òîãäà âåðî-

ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê äîëÿ ðàçáèåíèé, ïðè êîòîðûõ ïåðåîáó÷åí-
íîñòü ïðåâûøàåò çàäàííûé ïîðîã ε ∈ (0, 1]:

Qε(A) = P[δ(µ(A,X), X) > ε], (2)

ãäå P[ϕ ] ≡ 1
C`L

∑
X∈[X]`

ϕ(X), ϕ�ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé [X]`,

à êâàäðàòíûå ñêîáêè ïåðåâîäÿò ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå â ÷èñëî 0 èëè 1 ïî ïðàâè-
ëàì [èñòèíà] = 1, [ëîæü] = 0. Çàìåòèì, ÷òî 1−Qε(A) êàê ôóíêöèÿ ïîðîãà ε åñòü ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû δ(µ(A,X), X), îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå {[X]`, 2[X]` ,P}, ãäå P�ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà èç
êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ èäåò ðå÷ü, áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò A
è çàïèñûâàòü âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ êàê Qε.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {a}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî àëãîðèòìà. Òîãäà µX = a äëÿ
ëþáîé âûáîðêè X ∈ [X]`. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε ïðåîáðàçîâàëàñü
â âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ óêëîíåíèé ìåæäó ÷àñòîòàìè îøèáîê â âûáîðêàõ X, X̄. Äîïóñòèâ,
÷òî ÷èñëî îøèáîê n(a,X) íàì èçâåñòíî, ïîëó÷èì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Qε.

Òåîðåìà 1 (FC-îöåíêà [8]). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àëãîðèòìà a, òàêîãî ÷òî m = n(a,X),
è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûì õâîñòîì ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Qε(a) = H`,m
L

(
`
L

(m− εk)
)
, (3)

ãäå H`,m
L (s) =

s∑
t=0

h`,mL (t)�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, h`,mL (t) =

= Ct
mC

`−t
L−m/C

`
L �ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [4].

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ
îöåíêàõ. Îöåíêà (3), ïðèìåíåííàÿ ñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâîì Áóëÿ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
âåðõíþþ îöåíêó íà Qε(A), ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ.

Òåîðåìà 2 (VC-îöåíêà [8]). Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿò-
íîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îãðàíè÷åíà ñóììîé FC-îöåíîê ïî ìíîæåñòâó àëãîðèòìîâ A:

Qε(A) 6 P
[
max
a∈A

δ(a,X) > ε
]
6
∑
a∈A

H`,m
L

(
`
L

(m− εk)
)
, m = n(a,X). (4)

Íàçîâåì äâå ïðè÷èíû çàâûøåííîñòè îöåíêè (4). Âî-ïåðâûõ, áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ
èç A èìåþò âûñîêóþ ÷àñòîòó îøèáîê è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò èñ÷åçàþùå ìàëóþ âåðîÿò-
íîñòü ðåàëèçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îöåíêà ðàâíîìåðíîãî óêëîíåíèÿ
èãíîðèðóåò ýòî ñâîéñòâî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ. Âî-âòîðûõ, íåðàâåíñòâî Áóëÿ èãíîðèðóåò òîò
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ Qε îò õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ d = ρ(a1, a2)
ìåæäó âåêòîðàìè îøèáîê ïàðû àëãîðèòìîâ. L = 100, ` = 50

ôàêò, ÷òî àëãîðèòìû ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê ïåðåîáó÷àþòñÿ â îñíîâíîì íà îäíèõ
è òåõ æå ðàçáèåíèÿõ. Áîëåå òî÷íûå îöåíêè äîëæíû ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ìåòîäà îáó÷åíèÿ
è ñõîäñòâî ìåæäó àëãîðèòìàìè.

Ýôôåêò ñõîäñòâà

Õýììèíãîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó àëãîðèòìàìè a1 è a2 íàçûâàþò âåëè÷èíó

ρ(a1, a2) =
∑
xi∈X

[a1(xi) 6= a2(xi)].

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé çàâèñèìîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îò õýììèí-
ãîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè ñåìåéñòâà.

Ýêñïåðèìåíò 1. Ìíîæåñòâî A = (a1, a2) ñîñòîèò èç äâóõ àëãîðèòìîâ, äîïóñêàþùèõ
ïî m îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âåêòîðû îøèáîê ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû õýììèíãîâî
ðàññòîÿíèå ρ(a1, a2) ðàâíÿëîñü çàðàíåå ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó d. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çà-
âèñèìîñòü ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ Qε(A) îò õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè.
Âèäíî, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ρ(a1, a2).

Çàäàäèìñÿ öåëüþ ïîñòðîèòü âåðõíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþ-
ùóþ äàííûé ýôôåêò. Äîïóñòèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 t A2 t · · · t At òàê, ÷òî
â êàæäîå Ai ïîïàëè ëèøü àëãîðèòìû ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Â äàííîé ñèòóàöèè
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâà Ai êëàñòåðàìè àëãîðèòìîâ. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ
âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà A ìîæíî ñâåñòè ê îöåíèâàíèþ âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ îòäåëüíûõ êëàñòåðîâ.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 t A2 t · · · t At. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Qε(A) 6
t∑
i=1

Qε(At). (5)

Â äàëüíåéøåì ëåììà 3 áóäåò èãðàòü òó æå ðîëü, ÷òî è íåðàâåíñòâî Áóëÿ ïðè âûâî-
äå îöåíêè (4). Ïðåèìóùåñòâî äàííîé ëåììû â òîì, ÷òî âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì
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àëãîðèòìàì a ∈ A ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êëàñòåðàì ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ
A = A1 t A2 t · · · t At.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (5) äëÿ t = 2 (äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà êëàñòåðîâ íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
µ(A,X) àëãîðèòì, âûáðàííûé ïåññèìèñòè÷åñêèì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî
ðèñêà èç ìíîæåñòâà A ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå
X ∈ [X]` è ïîêàæåì ñëåäóþùåå:

[δ(µ(A,X), X) > ε] 6 [δ(µ(A1, X), X) > ε] + [δ(µ(A2, X), X) > ε]. (6)

Äëÿ ðàçáèåíèÿ X è ìíîæåñòâ A1, A2, A ìíîæåñòâà A1(X), A2(X), A(X) îïðåäåëåíû ñî-
ãëàñíî (1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1(X), n2(X) è n(X) ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå
äëÿ àëãîðèòìîâ èç A1(X), A2(X) è A(X), ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî n1(X) > n(X)
è n2(X) > n(X), íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ îáÿçàòåëüíî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: â ïåðâîì îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, âî âòîðîì îáà
íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n1(X) > n(X). Òîãäà A2(X) = A(X), è ñëåäîâà-
òåëüíî µ(A2, X) = µ(A,X), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò (6).

Ñëó÷àé 2. Èç n1(X) = n2(X) = n(X) ñëåäóåò, ÷òî A(X) = A1(X) ∪ A2(X), è, òàêèì
îáðàçîì, ëèáî µ(A,X) ∈ A1(X), ëèáî µ(A,X) ∈ A2(X) (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîå èç
ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ ïîïàë àëãîðèòì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå).
Çíà÷èò, âíîâü âûïîëíåíî (6). �

Äëÿ âûâîäà âåðõíèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà óäîáíî ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà àëãîðèòìû äîïóñêàëè ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê
íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé èç ðàáîòû [13].

Ëåììà 4. Ïóñòü Ai, B �äâà ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ, Ai ⊆ B, è âñå àëãîðèòìû èç B äî-
ïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Ïóñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìè-
çàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Òîãäà äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Qε(Ai) 6 Qε(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ B = Ai ∪ {b}. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå X ∈ [X]`. Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðàçáèåíèÿ ñ µ(B,X) = b, ïî-
òîìó ÷òî âêëàä îñòàëüíûõ ðàçáèåíèé â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ íå èçìåíèëñÿ. Ïóñòü
a = µ(Ai, X)� àëãîðèòì, âûáðàííûé íà ðàçáèåíèè X ìåòîäîì îáó÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Ai.
Ïîñêîëüêó µ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ïîëó÷èì n(b,X) 6 n(a,X).
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ àëãîðèòìû a è b èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå,
óêëîíåíèå ÷àñòîòû δ(b,X) > δ(a,X). Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä êàæäîãî ðàçáèåíèÿ îò äîáàâ-
ëåíèÿ àëãîðèòìà b ìîã òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. �

Íà âûáîð ìíîæåñòâà B íàêëàäûâàåòñÿ íåñêîëüêî óñëîâèé. Âî-ïåðâûõ, îíî äîëæíî
ñîñòîÿòü èç àëãîðèòìîâ ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âî-âòîðûõ, âñå
àëãîðèòìû äîëæíû èìåòü áëèçêèå âåêòîðû îøèáîê. Â-òðåòüèõ, îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïå-
ðåîáó÷åíèÿ Qε(B) äîëæíà áûòü âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ñëåäóþùåå
ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿåò âñåì ýòèì òðåáîâàíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a0 �ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ñ m îøèáêàìè, r 6 m�íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî. Öåíòðàëüíûì ñëîåì õýììèíãîâà øàðà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî:

Bm
r (a0) = {a ∈ A : ρ(a, a0) 6 r è n(a,X) = m}.

Äàííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç àëãîðèòìîâ õýììèíãîâà øàðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a0,
äîïóñêàþùèõ íà ïîëíîé âûáîðêå ñòîëüêî æå îøèáîê, ñêîëüêî è öåíòð øàðà. Âåðîÿòíîñòü
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ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r (a0)) çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà øàðà r è ÷èñëà îøèáîê n(a0,X),

ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âìåñòî Bm
r (a0) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü Bm

r .

Ýêñïåðèìåíò 2. Èññëåäóåì âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà Ìîíòå-Êàðëî, ñýìïëèðóÿ (2) ïî 10 òûñ. ñëó÷àéíûì ïîäâûáîðêàì X ∈ [X]`. Äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ ìû ðàññìîòðèì åùå îäíî ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî Rm

n , ñîñòàâëåííîå èç n àëãîðèòìîâ,
äîïóñêàþùèõ ïî m îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âåêòîðû îøèáîê âñåõ àëãîðèòìîâ èç Rm

n

ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïîêàçàíî, ïðè êàêîì ÷èñëå
àëãîðèòìîâ n â Rm

n ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèé Qε(R
m
n ) è Qε(B

m
r ) ñîâïàäàþò.

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå |Rm
n | è |Bm

r | ïðè L = 50, ` = 25, m = 10

r |Bm
r | |Rm

n | δ
2 401 2 0.079
4 35 501 7 0.160
6 1 221 101 39 0.240
8 20 413 001 378 0.319

Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî âñåãî ñåìü àëãîðèòìîâ ñî ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè îøèáîê ìîãóò
ïåðåîáó÷èòüñÿ òàê æå ñèëüíî, êàê è ìíîæåñòâî èç äåñÿòêîâ òûñÿ÷ àëãîðèòìîâ ñ áëèçêèìè
âåêòîðàìè îøèáîê. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äåòàëüíî èçó÷èì ýòî ñâîéñòâî ìíîæåñòâà
Bm
r è ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B

m
r ).

Öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà

Òî÷íàÿ ôîðìóëà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) âïåðâûå ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [13].

Òåîðåìà 5 ([13]). Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè
ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ m-ãî ñëîÿ õýììèíãîâà øàðà Bm

r ðàäèóñà r ïðè r 6 2m è
n(a0,X) = m çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Qε(B
m
r ) = H`,m

L ( `
L

(m− εk) +
⌊
r/2
⌋
) · [m > εk], (7)

ãäå H`,m
L (s)�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàíåå íå ïóáëèêîâàëîñü, è ìû ïðèâîäèì åãî â íàñòî-
ÿùåì ïàðàãðàôå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä
[11, 12, 13].

Ïóñòü SL = {π : X → X}� ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èç L ýëåìåíòîâ, äåéñòâóþùàÿ íà
ãåíåðàëüíóþ âûáîðêó ïåðåñòàíîâêàìè îáúåêòîâ. Äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé π ∈ SL íà àëãî-
ðèòì a ∈ A îïðåäåëåíî ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò âåêòîðà îøèáîê: (πa)(xi) = a(π−1xi).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûáîðêè X ∈ [X]` è ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ⊂ {0, 1}L äåéñòâèÿ πX è
πA îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: πX = {πx : x ∈ X}, πA = {πa : a ∈ A}.
Îïðåäåëåíèå 2 ([11]). Ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(A) ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ⊂ A íà-
çûâàþò åãî ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó:

Sym(A) = {π ∈ SL : πA = A}.
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Îðáèòîé ýëåìåíòà m ìíîæåñòâà M , íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà G, íàçûâàåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâî Gm = {gm : g ∈ G} ⊆ M . Îðáèòû äâóõ ýëåìåíòîâ m1 è m2 ëèáî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà M íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îðáèòû: M = Gm1 t . . . t Gmk. Ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû Sym(A) íà A
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(A), è äëÿ êàæäîé îðáèòû ω ∈ Ω(A) îáîçíà÷èì ÷åðåç aω ïðîèçâîëü-
íîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîé îðáèòû. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ Sym(A) íà [X]`

îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω([X]`), è äëÿ îðáèòû τ ∈ Ω([X]`) îáîçíà÷èì åå ïðåäñòàâèòåëÿ ÷åðåç Xτ .
Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ãðóïïà Sym(A) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñèììåòðèè

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ïðè âûâîäå îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-
òàõ [11, 12] èñïîëüçóåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.
Ýòîò ìåòîä âûáèðàåò ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì èç ìíîæåñòâà A(X) ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðî-
ÿòíî. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ (2) ïðèõîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü, óñðåäíèâ
ïåðåîáó÷åííîñòü ïî ìíîæåñòâó A(X):

Qε(A) =
1

C`
L

∑
X∈[X]`

1

|A(X)|
∑

a∈A(X)

[
δ(a,X) > ε

]
. (8)

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ó÷åòîì ãðóïïû ñèììåòðèé Sym(A) âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ (8)
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
ω∈Ω(A)

|ω|
∑
X∈[X]`

[aω ∈ A(X)]

|A(X)|
[δ(aω, X) > ε].

Äëÿ âûâîäà òî÷íîé ôîðìóëû Qε(B
m
r ) íàì áóäåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå ãðóïïû

ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå [X]` âñåõ ðàçáèåíèé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü.

Ëåììà 6. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : 2A × [X]` → R äëÿ âñåõ A ⊂ A, X ∈ [X]`

è âñåõ π ∈ Sym(A) âûïîëíåíî óñëîâèå f(A,X) = f(A, πX). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ðàçëîæåíèå: ∑

X∈[X]`

f(A,X) =
∑

τ∈Ω([X]`)

|τ |f(A,Xτ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ãðóïïèðîâêè ðàâíûõ ñëà-
ãàåìûõ. �

Íàñ èíòåðåñóåò, êàêèå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ f(A,X) = f(A, πX). Ââåäåì
ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ:

� ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ïåðâîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü g : A × [X]` → R, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî g(a,X) = g(πa, πX);

� ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé âòîðîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü G : 2A × [X]` → 2A, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî πG(A,X) = G(πA, πX);

� ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü f : 2A × [X]` → R, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî f(A,X) = f(πA, πX).

Â [12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè n(a,X) è ν(a,X) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ôóíê-
öèÿìè ïåðâîãî ðîäà, à A è A(X)� ñèììåòðè÷íûìè âòîðîãî ðîäà. Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû
ïîçâîëÿþò ëåãêî ñòðîèòü íîâûå ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè èç óæå èìåþùèõñÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü g1, g2, . . . , gp � ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè ïåðâîãî ðîäà, f1, f2, . . . , fp �
ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè òðåòüåãî ðîäà, F : Rp → R�ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà F (g1, g2, . . . , gp)� âíîâü ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà,
F (f1, f2, . . . , fp)� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ òðåòüåãî ðîäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäÿ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì

F (πa, πX) ≡ F (g1(πa, πX), . . . , gp(πa, πX)) = F (g1(a,X), . . . , gp(a,X)) ≡ F (a,X),

è àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé òðåòüåãî ðîäà. �

Òåîðåìà 8. Ïóñòü g� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà, G� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ âòîðîãî ðîäà. Òîãäà f(A,X) ≡ |G(A,X)| è f(A,X) ≡

∑
a∈G(A,X)

g(a,X)� ñèììåòðè÷íûå

ôóíêöèè òðåòüåãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ A âûïîëíåíî |A| = |πA|, ïîñêîëüêó
π, êàê ýëåìåíò ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, |G(A,X)| = |πG(A,X)| =
= |G(πA, πX)|.

Äëÿ ôóíêöèè f(A,X) ≡
∑

a∈G(A,X)

g(a,X) çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

f(πA, πX) =
∑

a∈G(πA,πX)

g(a, πX) =
∑

a∈πG(A,X)

g(a, πX) =

=
∑

a∈G(A,X)

g(πa, πX) =
∑

a∈G(A,X)

g(a,X) = f(A,X).

�

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî 1
|A(X)|

∑
a∈A(X)

[δ(a,X) > ε] ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà, à ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæíî ôàê-
òîðèçîâàòü ïî äåéñòâèþ ãðóïïû ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè:

Qε(A) =
∑

τ∈Ω([X]`)

|τ |
|A(Xτ )|

∑
a∈A(Xτ )

[δ(a,Xτ ) > ε]. (9)

Äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå àëãîðèòìû èç A èìåþò ðàâ-
íîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âñå a ∈ A èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà
âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ |
[
min
a∈A

n(a,Xτ ) 6
`

L
(m− εk)

]
. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñå àëãîðèòìû èç A(Xτ ) èìåþò îäèíàêîâîå ïåðåîáó÷åíèå.
Ýòî ñëåäóåò èç äâóõ óòâåðæäåíèé: âî-ïåðâûõ, âñå àëãîðèòìû èç A èìåþò ðàâíîå ÷èñëî
îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå, âî-âòîðûõ, âñå àëãîðèòìû èç A(Xτ ) èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøè-
áîê íà îáó÷åíèè. Çíà÷èò (9) ìîæíî óïðîñòèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ | [δ(a′, Xτ ) > ε] ,

ãäå a′ �ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì èç A(Xτ ). Èç a′ ∈ A(Xτ ) ñëåäóåò, ÷òî n(a′, Xτ ) =
= min

a∈A
n(a,X). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ ÷àñòîòû δ(a,X) è

ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, ïîëó÷àåì (10). �
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Âåðíåìñÿ ê âûâîäó ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýì-
ìèíãîâà øàðà Bm

r ñ öåíòðîì â a0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xm = {x ∈ X : a0(x) = 1} ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàåòñÿ àëãîðèòì a0, è X

L−m = {x ∈ X : a0(x) = 0}�ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ a0 íå îøèáàåòñÿ.

Ëåììà 10. Ãðóïïà Sm × SL−m, ãäå Sm è SLm � ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê,
äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâàõ Xm è XL−m, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
ñèììåòðèé ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ Bm

r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýììèíãîâà
øàðà è èíâàðèàíòíîñòè õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ê äåéñòâèþ ãðóïïû SL. �

Ëåììà 11. Îðáèòû τ ∈ Ω([X]`) èíäåêñèðîâàíû ïàðàìåòðîì i = |X ∩ Xm|. Ìîùíîñòü
îðáèòû τi çàïèñûâàåòñÿ â âèäå |τi| = C`

Lh
`,m
L (i), ãäå h`,mL (i) = Ct

mC
`−i
L−m/C

`
L �ôóíêöèÿ ïëîò-

íîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû
ïîäãðóïïû ñèììåòðèé, ïîëó÷åííîé â ëåììå 10. Ìîùíîñòü îðáèòû |τi| = C`

Lh
`,m
L (i) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷èñëîì ñïîñîáîâ âûáðàòü i îáúåêòîâ èç Xm è `− i îáúåêòîâ èç XL−m. �

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 9 è ëåììîé 11, ïîëó÷èì

Qε(B
m
r ) =

m∑
i=0

h`,mL (i)

[
min
a∈A

n(a,Xi) 6
`

L
(m− εk)

]
.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòð i îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ∩ Xm.
Ïóñòü r′ =

⌊
r
2

⌋
. Òîãäà

min
a∈Bmr

n(a,Xi) =

{
0, ïðè i 6 r′,

i− r′, ïðè i > r′.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Qε(B
m
r ) =

{
0, ïðè m < εk,

H`,m
L ( `

L
(m− εk) +

⌊
r/2
⌋
), ïðè m > εk. �

Èç äîêàçàííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) ñîîòâåòñòâóåò

FC-îöåíêå (3) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àëãîðèòìà, ñìåùåííîé âïðàâî íà ∆ε = L
k`

⌊
r/2
⌋
. Ýòî

îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó â ýêñïåðèìåíòå 2 ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ Qε(B
m
r ) ðàñòåò ëèíåéíî ñ

ðîñòîì ðàäèóñà r.

Ó÷åò ðàññëîåíèÿ

Ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ
îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü A = A1 t A2 t · · · t At, è â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå Ai àëãîðèòìû
äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê. Ïóñòü êàæäîå ìíîæåñòâî Ai âëîæåíî â öåíòðàëüíûé
ñëîé õýììèíãîâà øàðà Bmi

ri
. Òîãäà

Qε(A) 6
t∑
i=1

Qε(B
mi
ri

) =
t∑
i=1

{
H`,mi
L ( `

L
(mi − εk) +

⌊
ri/2

⌋
) · [mi > εk]

}
. (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåìì 3, 4 è ôîðìóëû (7). �

Îöåíêà (11) ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî, íî íå ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê.
Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî èñïðàâèòü, ïðèìåíèâ ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíî-
æåñòâ [5]. Äëÿ ýòîãî ìåòîä íåîáõîäèìî îáîáùèòü, ÷òîáû îí áûë ïðèìåíèì íå ê îòäåëüíûì
àëãîðèòìàì, à íåïîñðåäñòâåííî ê êëàñòåðàì àëãîðèòìîâ.

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçáèåíèÿ íà íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 t A2 t · · · t At. Ïóñòü âûáîðêà X è ìåòîä îáó÷åíèÿ µ
òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , t ìîæíî óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
Xi ⊂ X è X ′i ⊂ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

[µ(A,X) ∈ Ai] 6 [Xi ⊂ X][X ′i ⊂ X̄], ∀X ∈ [X]`.

Ïóñòü, êðîìå ýòîãî, âñå àëãîðèòìû a ∈ Ai íå äîïóñêàþò îøèáîê íà Xi è îøèáàþòñÿ íà âñåõ
îáúåêòàõ èç X ′i.

Ìíîæåñòâî Xi áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèì, ìíîæåñòâî X ′i � çàïðåùàþùèì äëÿ Ai. Ãè-
ïîòåçà 1 îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò îáó÷åíèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü Ai òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè â îáó÷àþùåé âûáîðêå X íàõîäÿòñÿ âñå ïîðîæäàþùèå îáúåêòû è íè îäíîãî çàïðåùà-
þùåãî. Âñå îñòàëüíûå îáúåêòû Yi ≡ X\Xi\X ′i áóäåì íàçûâàòü íåéòðàëüíûìè äëÿ Ai.

Ïóñòü Li = L − |Xi| − |X ′i|, `i = ` − |Xi|, ki = k − |X ′i|. Ïóñòü Q′ε(Ai) åñòü âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ Yi:

Q′ε(Ai) =
1

C`i
Li

∑
Y ∈[Yi]`i

[δ(µ(Ai, Y ), Y ) > ε],

ãäå [Yi]
`i �ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé Yi íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó Y äëèíû `i è êîíòðîëüíóþ

âûáîðêó Ȳ äëèíû ki = Li − `i.
Òåîðåìà 13 (Îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñõîäñòâà). Ïóñòü âûïîëíåíà ãèïîòåçà 1, à íà ðàç-
áèåíèå A = A1 t A2 t · · · t At íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå: âíóòðè êàæäîãî
êëàñòåðà Ai âñå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê (îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç mi). Òî-
ãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(A) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñëåäóþùåé îöåíêîé:

Qε(A) 6
t∑
i=1

PiQ
′
εi

(Ai), (12)

ãäå Pi =
C
`i
Li

C`L
, εi = Li

`iki

` k
L
ε +

(
1 − ` Li

L`i

)
mi
ki
− |X′i|

ki
, Q′ε(Ai)� îïðåäåëåííàÿ âûøå âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
X∈[X]`

[δ(µ(A,X), X) > ε] =

=
1

C`
L

t∑
i=1

∑
X∈[X]`

[µ(A,X) ∈ Ai][δ(µ(Ai, X), X) > ε] 6

6
1

C`
L

t∑
i=1

∑
X∈[X]`

[Xi ⊂ X][X ′i ⊂ X̄][δ(µ(Ai, X), X) > ε].
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Ïóñòü Y = X\Xi. Òîãäà
∑

X∈[X]`
ïðè óñëîâèè [Xi ⊂ X][X ′i ⊂ X̄] ìîæíî çàìåíèòü íà ñóììè-

ðîâàíèå ïî Y ∈ [Yi]
`i .

Qε(A) 6
C`i
Li

C`
L

t∑
i=1

1

C`i
Li

∑
Y ∈[Yi]`i

[δ(µ(Ai, X), X) > ε], ãäå X = Y tXi. (13)

Âûðàçèì óñëîâèå δ(µ(Ai, X), X) > ε â òåðìèíàõ Y . Îáîçíà÷èì a = µ(Ai, X), è ïóñòü
n(a, Y ) = s. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå n(a,Xi) = 0 è n(a,X ′i) = |X ′i| èç ãèïîòåçû 1, ïîëó÷èì
n(a,X) = s, n(a, X̄) = mi−s, n(a, Ȳ ) = mi−|X ′i|−s. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ
äëÿ X è Y çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[δ(µ(Ai, X), X) > ε] =
[
s 6

`

L
(mi − εk)

]
,

[δ(µ(Ai, Y ), Y ) > εi] =
[
s 6

`i
Li

(
mi − |X ′i| − εiki

)]
.

Ïóñòü εi = Li
`iki

` k
L
ε +

(
1 − ` Li

L`i

)
mi
ki
− |X′i|

ki
. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

[δ(µ(Ai, X), X) > ε] = [δ(µ(Ai, Y ), Y ) > εi]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (13), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. �

Ïîêàæåì, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ A = A1 t A2 t · · · t At ïîñòðîèòü ñèñòåìó
ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ [5], ââåäåì íà A îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà: a 6 b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(a, x) 6 I(b, x),∀x ∈ X. Îïðåäåëèì a < b åñëè
a 6 b è a 6= b. Åñëè a < b è ïðè ýòîì ρ(a, b) = 1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a ïðåäøåñòâóåò
b, è çàïèñûâàòü a ≺ b.

Äëÿ îòäåëüíîãî àëãîðèòìà a ∈ A ïîðîæäàþùèå è çàïðåùàþùèå ìíîæåñòâà îïðåäåëå-
íû â [5]:

Xa = {x ∈ X : ∃b ∈ A : a ≺ b, I(a, x) < I(b, x)},
X ′a = {x ∈ X : ∃b ∈ A : b < a, I(b, x) < I(a, x)}.

(14)

Äëÿ êëàñòåðà Ai ïîëîæèì

Xi =
⋂
a∈Ai

Xa, X ′i =
⋂
a∈Ai

X ′a. (15)

Ëåììà 14. Ìíîæåñòâà Xi è X
′
i, îïðåäåëåííûå â (15), ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæ-

äàþùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâàìè äëÿ êëàñòåðà Ai â ñìûñëå ãèïîòåçû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ X ∈ [X]` îáîçíà÷èì a = µX, è ïóñòü
a ∈ Ai. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåííûå â (14) ìíîæåñòâà Xa è X

′
a ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþ-

ùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâàìè äëÿ àëãîðèòìà a, ò. å. èç óñëîâèÿ µX = a ñëåäóåò, ÷òî
Xa ⊂ X è X ′a ⊂ X̄. Èç îïðåäåëåíèÿ Xi è X

′
i ñëåäóåò, ÷òî Xi ⊂ Xa è X

′
i ⊂ X ′a. Ñëåäîâàòåëü-

íî, Xi ⊂ X è X ′i ⊂ X̄.

Óñëîâèå ¾âñå àëãîðèòìû a ∈ Ai íå äîïóñêàþò îøèáîê íà Xi è îøèáàþòñÿ íà âñåõ
îáúåêòàõ èç X ′i¿ òàêæå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ Xi è X

′
i. �

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü îöåíêó (11).
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Ðèñ. 2: Ïåðåîáó÷åíèå öåíòðàëüíîãî ñëîÿ øàðà Bm
2ρ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ëîêàëüíîé îêðåñò-

íîñòè B̂m−ρ
2ρ,ρ (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) ïðè L = 200, ` = 100, m = 50. Ðèñóíîê ñëåâà îòîáðàæàåò

ñðåäíåå óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ρ.
Ðèñóíîê ñïðàâà îòîáðàæàåò çàâèñèìîñòü ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Q̄ε(B, d) îò
ïàðàìåòðà d ïðè ρ = 5, ε = 0, 1

Òåîðåìà 15. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12, îïðåäåëåíèé (14) è (15) äëÿ ïîðîæäàþùèõ è çà-
ïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) 6
t∑
i=1

C`i
Li

C`
L

Q′ε′(B
m′i
ri ) =

t∑
i=1

{C`i
Li

C`
L

H
`i,m

′
i

Li
(s(ε) +

⌊
ri/2

⌋
) · [mi > εk]

}
, (16)

ãäå s(ε) = `
L

(mi − εk), Li = L− |Xi| − |X ′i|, `i = `− |Xi|, m′i = mi − |X ′i|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 13, ëåììû 14 è ôîðìóëû (7). �

Ãëàâíîå îòëè÷èå (16) îò ïîëó÷åííîé ðàíåå îöåíêè (11) � â êîýôôèöèåíòå
C
`i
Li

C`L
, ýêñïîíåí-

öèàëüíî óáûâàþùåì ñ ðîñòîì ìîùíîñòè ïîðîæäàþùåãî è çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâ.

Ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ìàëîé ìîùíîñòè

Îòìåòèì, ÷òî öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà Bm
r äàåò äîñòàòî÷íî ãðóáóþ îöåíêó

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà Ai ⊂ Bm
r . Âî-ïåðâûõ, òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíî-

æåñòâà Ai íå ó÷èòûâàåò îáúåêòû âûáîðêè, ëåæàùèå ãëóáîêî âíóòðè ñâîåãî êëàññà, è ïîòî-
ìó îäèíàêîâî êëàññèôèöèðóåìûå âñåìè àëãîðèòìàìè êëàñòåðà Ai. Âî-âòîðûõ, ïðè îöåíêå
íå ó÷èòûâàåòñÿ ìîùíîñòü êëàñòåðà Ai, êîòîðàÿ íà ðåàëüíûõ äàííûõ îêàçûâàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Bm

r .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü âñå îáúåêòû ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X ðàçäåëåíû íà òðè íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: íàäåæíî êëàññèôèöèðóåìûå îáúåêòû X0, îøèáî÷íî êëàññèôèöèðó-
åìûå îáúåêòû X1 è ïîãðàíè÷íûå îáúåêòû Xr. Ïóñòü |Xr| = r è |X1| = m, ρ�öåëî÷èñëåí-
íûé ïàðàìåòð, ρ 6 r. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì a0, äîïóñêàþùèé m îøèáîê íà X1 è ρ îøèáîê
íà Xr. Ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòüþ àëãîðèòìà a0 áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ
B̂m
r,ρ ⊂ A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� B̂m
r,ρ ñîäåðæèò âñå àëãîðèòìû, äîïóñêàþùèå ðîâíî ρ îøèáîê íà îáúåêòàõ èç Xr,

� íè îäèí àëãîðèòì èç B̂m
r,ρ íå îøèáàåòñÿ íà îáúåêòàõ èç X0,

� âñå àëãîðèòìû èç B̂m
r,ρ îøèáàþòñÿ íà âñåõ îáúåêòàõ èç X1.

Íà ðèñ. 2 ñëåâà ñðàâíèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýììèí-
ãîâà øàðà è ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè. Âèäíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü äàåò ìåíüøóþ
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îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìàöèÿ êëàñòåðîâ Ai ñ ïîìî-
ùüþ ëîêàëüíûõ îêðåñòíîñòåé äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ îöåíêè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàñòåð Ai êàê ñëó÷àé-
íîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî îáúåìëþùåãî ìíîæåñòâà B (íàïðèìåð, öåíòðàëüíîãî ñëîÿ
õýììèíãîâà øàðà èëè ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñðåäíåé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ïîäìíîæåñòâàì ôèêñèðî-
âàííîé ìîùíîñòè íàçîâåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

Q̄ε(B, d) =
1

Cd
|B|

∑
A′∈[B]d

Qε(A
′), (17)

ãäå [B]d = {A′ ⊂ B : |A′| = d }� ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè.

Íà ðèñ. 2 ñïðàâà ïîêàçàí ïðèìåð çàâèñèìîñòè ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Q̄ε(B, d)
îò ïàðàìåòðà d äëÿ äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü B �ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, äîïóñêàþùèõ ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê
íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ |
Cd
Nε(B,Xτ )

Cd
|B|

, (18)

ãäå Ω([X]`)�ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé A íà [X]`, Xτ �ïðîèçâîëüíûé
ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû τ ∈ Ω([X]`), Nε(B,X) =

∑
a∈B

[n(a,X) > s(ε)]�÷èñëî àëãîðèòìîâ

èç B, íåïåðåîáó÷åííûõ íà ðàçáèåíèè X, s(ε) = `
L

(m− εk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå Q̄ε(B, d) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî A′ ⊂ B âíîâü
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñëîÿ:

Q̄ε(B, d) =
1

Cd
|B|

∑
A′∈[B]d

1

C`
L

∑
X∈[X]`

[∃a ∈ A′ : n(a,X) 6 s(ε)] .

Ïåðåñòàâèì ìåñòàìè çíàêè ñóììèðîâàíèÿ è ïðèìåíèì ëîãè÷åñêîå îòðèöàíèå:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

1

Cd
|B|

∑
X∈[X]`

∑
A′∈[B]d

[∀a ∈ A′ : n(a,X) > s(ε)]

︸ ︷︷ ︸
Fε(B,X)

.

Çàìåòèì, ÷òî âûäåëåííîå â ïðîøëîé ôîðìóëå âûðàæåíèå Fε(B,X) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó
ñïîñîáîâ âûáðàòü èç B ïîäìíîæåñòâî A′ ìîùíîñòè d òàê, ÷òîáû íè îäèí èç àëãîðèòìîâ
â A′ íå áûë ïåðåîáó÷åííûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nε(B,X) îáùåå ÷èñëî àëãîðèòìîâ â B,
íåïåðåîáó÷åííûõ íà ðàçáèåíèè X. Òîãäà Fε(B,X) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç Nε(B,X)
ïî d:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

1

Cd
|B|

∑
X∈[X]`

Cd
Nε(B,X).

Ïî òåîðåìàì 7 è 8 ôóíêöèÿ Cd
Nε(B,X), ãäå Nε(B,X) =

∑
a∈B

[n(a,X) > ε], ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-

íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà, è, ñëåäîâàòåëüíî, (18) ôàêòîðèçóåòñÿ ïî äåéñòâèþ ãðóïïû
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ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

1

Cd
|B|

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ |Cd
Nε(B,Xτ ).

�

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà d äðîáü
Cd
Nε(B,X)

Cd|B|
ïðèáëèæåííî ðàâíà

(
Nε(B,Xτ )
|B|

)d
.

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ðàçáèåíèÿ (X, X̄) â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ d ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ è ÷èñëîì àëãîðèòìîâ èç B, íåïåðå-
îáó÷åííûõ íà ðàçáèåíèè (X, X̄).

Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿòü îöåíêó (18) íà ïðèìåðå ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè B̂m
r,ρ.

Òåîðåìà 17. Ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà Ai ⊂ B̂m
r,ρ

ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè d äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Q̄ε(B̂
m
r,ρ, d) = 1− 1

C`
L

min(m,`)∑
i=0

min(r,`−i)∑
j=0

Ci
mC

j
rC

`−i−j
L−m−r

Cd
Ni,j

Cd
|B̂mr,ρ|

, (19)

ãäå

Ni,j =

min(j,ρ)∑
t=0

Ct
jC

ρ−t
r−j [i+ t > s(ε)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sm, Sr è SL−m−r,
äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâàõ X1, Xr è X0, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîæåñòâà
àëãîðèòìîâ B̂m

r,ρ ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Sm × Sr × SL−m−r. Îðáèòû äåéñòâèÿ

Sym(B̂m
r,ρ) íà [X]` èíäåêñèðóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, i = |X ∩X1| è j = |X ∩Xr|, ãäå X �

îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Ìîùíîñòü îðáèòû τi,j äàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèåì |τi,j| =

= Ci
mC

j
rC

`−i−j
L−m−r.

Ðàçîáðàâøèñü ñ ñèììåòðèÿìè, íåîáõîäèìî äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ Xi,j ∈ τi,j âû÷èñëèòü

âåëè÷èíó Ni,j = N(B̂m
r,ρ, Xi,j)�êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ èç B̂m

r,ρ, íåïåðåîáó÷åííûõ íà ðàçáè-

åíèè Xi,j. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì a ∈ B̂m
r,ρ è îáîçíà÷èì ÷åðåç t êîëè÷åñòâî

îøèáîê äàííîãî àëãîðèòìà íàX∩Xr. Òîãäà äàííûé àëãîðèòì äåëàåò i+t îøèáîê íà îáó÷å-
íèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå òîãî, ÷òî îí íå ïåðåîáó÷åí, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå i+t > s(ε),
ãäå s(ε) = `

L
(m+ ρ− εk). Êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ â B̂m

r,ρ ñ äàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà t

ðàâíî Ct
jC

ρ−t
r−j . Ñóììèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì êîëè÷åñòâî íåïåðåîáó÷åííûõ àëãîðèòìîâ:

Ni,j =

min(j,ρ)∑
t=0

Ct
jC

ρ−t
r−j [i+ t > s(ε)].

Òîãäà, ïî òåîðåìå 16, âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà B̂m
r,ρ, ñîñòîÿùåãî

èç d àëãîðèòìîâ, äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Q̄ε(B̂
m
r,ρ, d) = 1− 1

C`
L

min(m,`)∑
i=0

min(r,`−i)∑
j=0

|τi,j|
Cd
Ni,j

Cd
|B̂mr,ρ|

, (20)

ãäå τi,j è Ni,j îïðåäåëåíû âûøå. �
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Òåîðåìà 17 ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü âåðõíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ (16).
Äëÿ ýòîãî áóäåì îöåíèâàòü Qε(Ai) ñ ïîìîùüþ Q̄ε(B

m
r,ρ), ãäå d�ìîùíîñòü Ai, m�÷èñ-

ëî îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàþòñÿ âñå a ∈ Ai, r�÷èñëî òàêèõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ
õîòÿ áû äâà àëãîðèòìà èç Ai äàþò ðàçíóþ êëàññèôèêàöèþ, ρ� ñðåäíåå ÷èñëî îøèáîê àë-
ãîðèòìîâ èç Ai íà ìíîæåñòâå Xr. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îöåíêà Qε(Ai) 6 Q̄ε(B̂

m
r,ρ)

ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêîé.

Ýêñïåðèìåíò

Ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå îöåíêè ðàññëîåíèÿ-ñõîäñòâà (12) ñ òðåìÿ êîì-
áèíàòîðíûìè îöåíêàìè (VC- è SC-îöåíêàìè èç [6], ES-îöåíêîé èç [14]) è äâóìÿ PAC-
Bayesian îöåíêàìè èç [15].

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûëè âçÿòû 11 çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI [16]. Îïèñàíèå
çàäà÷ ïðèâîäèòñÿ â òàáë. 2. Íà ýòàïå ïðåäîáðàáîòêè óäàëÿëèñü îáúåêòû ñ õîòÿ áû îäíèì
ïðîïóùåííûì ïðèçíàêîì. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ïðèçíàê íîðìèðîâàëñÿ â èíòåðâàë [0, 1].
Äëÿ ìíîãîêëàññîâûõ çàäà÷ öåëåâûå êëàññû áûëè âðó÷íóþ ñãðóïïèðîâàíû â äâà êëàññà.

Òàáëèöà 2: Îïèñàíèå çàäà÷

Çàäà÷à #Îáúåêòîâ #Ïðèçíàêîâ Çàäà÷à #Îáúåêòîâ #Ïðèçíàêîâ
Glass 214 9 Statlog 2310 19

Liver dis. 345 6 Wine 4898 11
Ionosphere 351 34 Waveform 5000 21
Australian 690 6 Pageblocks 5473 10
Pima 768 8 Optdigits 5620 64
Faults 1941 27

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ìû âûïîëíÿëè ïðîöåäóðó ïÿòèêðàòíîé êðîññ-âàëèäàöèè, êîòîðàÿ
çàïóñêàëàñü 100 ðàç äëÿ óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé çàäà÷è ìû
ãåíåðèðîâàëè M = 500 ðàçáèåíèé X = Xi

L t Xi
K , i = 1, . . . ,M è âû÷èñëÿëè îöåíêó Ìîíòå-

Êàðëî äëÿ ñðåäíåãî óêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

δ̂L(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

K)− ν(µLRXi
L,Xi

L).

Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà XL èñïîëüçîâàëàñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìáèíà-
òîðíîé îöåíêè íà óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê ÌÝÐ. Ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A, èç êîòîðî-
ãî ÌÝÐ âûáèðàë ëó÷øèé àëãîðèòì, ãåíåðèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé
ïî ãðàôó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ [14]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì µLRXL, íàñòðîåííûé
ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå XL. Äàëåå âíîâü èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî: ãåíåðèðîâàëèñüM ′ = 4096 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé XL = Xj

`tX
j
k, j = 1, . . . ,M ′

(ïðè `
L

= 0.8) è âû÷èñëÿëàñü ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

δ̂`(µ,XL) =
1

M ′

M ′∑
j=1

ν(µXj
` , X

j
k)− ν(µXj

` , X
j
` ),

ãäå µ�ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Â çàêëþ÷åíèå ýòà âåëè÷èíà óñðåäíÿ-
ëàñü ïî âñåì ðàçáèåíèÿì X = Xi

L t Xi
K . Âåëè÷èíû δ̂L(µLR,X) è δ̂`(µ,XL) ñîîòâåòñòâóþò
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Òàáëèöà 3: Ñðàâíåíèå ôàêòè÷åñêîãî ïåðåîáó÷åíèÿ è ðàçëè÷íûõ îöåíîê

Îøèáêà Ïåðåîáó÷åíèå Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè PAC-Bayes

Task Òåñò δ̂L(LR) δ̂`(µ) VC SC ES AF DI DD
glass 0.076 0.030 0.067 0.191 0.127 0.124 0.106 1.268 0.740
Liver dis. 0.315 0.017 0.046 0.249 0.192 0.146 0.161 1.207 1.067
Ionosphere 0.126 0.079 0.042 0.138 0.099 0.087 0.084 1.219 1.149
Australian 0.136 0.014 0.023 0.130 0.101 0.081 0.086 1.145 0.678
pima 0.227 0.007 0.021 0.151 0.117 0.090 0.098 0.971 0.749
faults 0.210 0.011 0.008 0.091 0.070 0.046 0.060 1.110 1.054
statlog 0.142 0.004 0.008 0.072 0.060 0.043 0.051 1.102 0.746
wine 0.250 0.002 0.003 0.061 0.047 0.032 0.040 0.776 0.637
waveform 0.105 0.003 0.003 0.043 0.033 0.023 0.023 0.561 0.354
pageblocks 0.051 0.001 0.003 0.030 0.022 0.016 0.018 0.739 0.186
Optdigits 0.121 0.006 0.003 0.043 0.034 0.023 0.026 1.068 0.604

ðåàëüíîìó ïåðåîáó÷åíèþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è åãî èäåàëüíîé îöåíêå â ðàìêàõ êîì-
áèíàòîðíîãî ïîäõîäà.

Â òàáë. 3 ñðàâíèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: δ̂L(µLR,X) è δ̂`(µ,XL); ÷åòûðå âåðõíèå
êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåëè÷èíû δ̂`(µ,XL), îáîçíà÷åííûå êàê VC, SC, ES è AF; äâå PAC-
Bayes îöåíêè (îáîçíà÷åíû êàê DD è DI). Â îòëè÷èå îò êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê, îãðàíè÷è-
âàþùèõ óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê, PAC-Bayes îöåíêè ñïðàâåäëèâû íåïîñðåäñòâåííî äëÿ
÷àñòîòû îøèáîê íà êîíòðîëå (ïðèâåäåíà â ñòîëáöå ¾Îøèáêà òåñò¿). DD-îöåíêà ó÷èòûâàåò
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ è ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëü-
íîé DI-îöåíêîé, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ.

Êîìáèíàòîðíàÿ SC-îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè èç [6].
VC-îöåíêà òàêæå ïðèâåäåíà â [6], è îíà, â îòëè÷èå îò SC-îöåíêè, íå ó÷èòûâàåò íè ðàñ-
ñëîåíèå, íè ñâÿçíîñòü. ES-îöåíêà [14] îñíîâàíà íà áîëåå òîíêîì ó÷åòå ðàññëîåíèÿ, ïðè êî-
òîðîì êàæäûé àëãîðèòì ñðàâíèâàåòñÿ ñî âñåì ìíîæåñòâîì íàéäåííûõ èñòîêîì ãðàôà
ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.

AF-îöåíêà, ïðåäëàãàåìàÿ íàìè â äàííîé ñòàòüå, ïîëó÷åíà èç îöåíêè ðàññëîåíèÿ-
ñõîäñòâà (12). ×òîáû ïîëíîñòüþ êîíêðåòèçèðîâàòü îöåíêó (12), íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ñëå-
äóþùåå: ìåòîä ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A íà êëàñòåðû, ñïîñîá âûáîðà
ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà, ñïîñîá îöåíèâàíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà. Â AF-îöåíêå ïîðîæäàþùèå è çàïðåùàþùèå
ìíîæåñòâà âûáèðàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ (15), äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæ-
äîãî êëàñòåðà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (19), à ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A â
âèäå A = A1 t · · · t At ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè ïðè âû-
áîðå ðàññòîÿíèÿ äàëüíåãî ñîñåäà. Èñõîäíàÿ ìåòðèêà íà A îïðåäåëÿåòñÿ êàê õýììèíãîâî
ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè îøèáîê àëãîðèòìîâ.

Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè õî-
ðîøî ïðèáëèæàåòñÿ êîìáèíàòîðíîé îöåíêîé δ̂`(µ,XL) äëÿ ÌÝÐ. Âñå ÷åòûðå êîìáèíàòîð-
íûå îöåíêè ñóùåñòâåííî òî÷íåå îáåèõ PAC-bayes îöåíîê. Ñðåäè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê
íàèìåíåå çàâûøåííîé îêàçûâàåòñÿ ES-îöåíêà. Çà íåé ñëåäóåò ïðåäëîæåííàÿ íàìè AF-
îöåíêà. Êàæäàÿ èç ýòèõ îöåíîê ñóùåñòâåíî óòî÷íÿåò SC-îöåíêó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.
Óëó÷øåíèå òî÷íîñòè â ES- è AF-îöåíêàõ îñíîâàíî íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ýôôåêòàõ � áîëåå
òîíêîì ó÷åòå ðàññëîåíèÿ â ES-îöåíêå è ó÷åòå ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ â AF-îöåíêå. Ïðåäñòàâ-
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ëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ÷òî îáúåäèíåíèå ES- è AF-îöåíîê ïîçâîëèò äîáèòüñÿ åùå áîëüøåãî
êà÷åñòâà êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íîâàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè îøèáîê àëãîðèòìîâ. Îöåíêà îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè ìíîæå-
ñòâà àëãîðèòìîâ íà êëàñòåðû, ò. å. íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç àë-
ãîðèòìîâ ñ ïîõîæèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî êëàñòåðà ïðèìåíÿåòñÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ õýììèíãîâ äèàìåòð êëàñòåðà è åãî
ìîùíîñòü. Ïî àíàëîãèè ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè îöåíêàìè ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè äîêàçà-
íà íîâàÿ îöåíêà, îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàþùàÿ è ýôôåêò ðàññëîåíèÿ ïî ÷èñëó îøèáîê, è
ýôôåêò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ. Âûâîä äàííîé îöåíêè ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òåîðåòèêî-
ãðóïïîâîé ïîäõîä. Ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå
11 çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ðÿäå ñëó÷àåâ äàåò
áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå èçâåñòíûì îöåíêàìè.

Ëèòåðàòóðà

[1] Âàïíèê Â.Í., ×åðâîíåíêèñ À.ß. Òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ì.: Íàóêà. 1974.

[2] Vapnik V. Statistical learning theory. New York: Wiley. 1998.

[3] Âîðîíöîâ Ê.Â. Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ // Äîêë. ÐÀÍ. 2009. Ò. 429, �1.
Ñ. 15�18.

[4] Vorontsov K.V. Splitting and similarity phenomena in the sets of classi�ers and their e�ect on
the probability of over�tting // Pattern Recognition and Image Analysis. 2009. Vol. 19, �. 3.
Pp. 412�420.

[5] Vorontsov K.V. Exact combinatorial bounds on the probability of over�tting for empirical risk
minimization // Pattern Recognition and Image Analysis. 2010. Vol. 20, �. 3. Pp. 269�285.

[6] Vorontsov K.V., Ivahnenko A.A., Reshetnyak I.M. Generalization bound based on the splitting
and connectivity graph of the set of classi�ers // Pattern Recognition and Image Analysis: new
information technologies (PRIA-10). St. Petersburg, Russian Federation. 2010.

[7] Ôðåé À.È. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïëîòíûõ è ðàçðåæåííûõ ìíîãîìåðíûõ ñåòîê àëãîðèò-
ìîâ // Ìåæäóíàð. êîíô. ÈÎÈ-8. Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2010. Ñ. 87�90.

[8] Vorontsov K.V., Ivahnenko A.A. Tight combinatorial generalization bounds for threshold
conjunction rules // 4th International Conference on Pattern Recognition and Machine Intelligence.
Lecture notes in computer science ser. Springer-Verlag, 2011. Pp. 66�73.

[9] Ôðåé À.È., Èâàõíåíêî À.À, Ðåøåòíÿê È.Ì.Ïðèìåíåíèå êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ â ïðîñòîì ãîëîñîâàíèè êîíúþíêöèé // Ìåæäóíàð. êîíô. ÈÎÈ-9. Ì.: ÌÀÊÑ
Ïðåññ, 2012. Ñ. 86�89.

[10] E.Bax. Similar classi�ers and VC error bounds. Tech. Rep. CalTech-CS-TR97-14. 1997.

[11] Ôðåé À.È. Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñåìåéñòâ àëãîðèò-
ìîâ // Âñåðîññ. êîíô. ÌÌÐÎ-14. Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2009. Ñ. 66�69.

[12] Ôðåé À.È. Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñåìåéñòâ àëãîðèò-
ìîâ è ðàíäîìèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ // Pattern Recognition and Image Analysis. 2010.

[13] Òîëñòèõèí È.Î. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïëîòíûõ è ðàçðåæåííûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ //
Ìåæäóíàð. êîíô. ÈÎÈ-8. Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2010. Ñ. 83�86.

[14] Ñîêîëîâ Å.À., Âîðîíöîâ Ê.Â. Ìèíèìèçàöèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ êîìïîçèöèé ëè-
íåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè // Ìåæäóíàð. êîíô. ÈÎÈ-9. Ì.: Òîðóñ Ïðåññ,
2012. Ñ. 82�85.



[15] Jin C., Wang L. Dimensionality dependent PAC-Bayes margin bound // Advances in neural
information processing systems. 2012. Vol. 25. Pp. 1043�1051.

[16] K.Bache, M. Lichman. UCI machine learning repository // University of California, Irvine, School
of Information and Computer Sciences. 2013.


