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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåñïðèçíàêîâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî îáúåêòû ïîïàðíî ñðàâíèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíê-
öèè. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáùèì, ÷åì òðàäèöèîííûé ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ
ôóíêöèé (êåðíåëîâ), òðåáóþùèé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû ôóíêöèè
ñðàâíåíèÿ îáúåêòîâ. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíûì,
ïðè÷åì îáó÷åíèå åùå áîëåå îñëîæíÿåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ
ñðàâíèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ýêñïåðèìåíòàòîð âûíóæäåí ðå-
øàòü çàäà÷ó èñêëþ÷åíèÿ êàê èçáûòî÷íûõ áàçèñíûõ îáúåêòîâ äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îáúåêòîâ îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè, òàê è ñïîñîáîâ ñðàâíåíèÿ. Â òåðìèíàõ îáùåãî
ïðîñòðàíñòâà ïîïàðíîãî ñðàâíèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ ïðåäëàãàåìàÿ ïîñòàíîâêà
ñòàíîâèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè àíàëîãè÷íîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îòáîðà ïðèçíàêîâ. Ïîëó÷èâ-
øèéñÿ âûïóêëûé êðèòåðèé îáó÷åíèÿ àíàëîãè÷åí ìåòîäó ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ Òèïïèíãà,
íî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèì, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð, êîí-
òðîëèðóþùèé ñåëåêòèâíîñòü îòáîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëîâûõ çàâèñèìîñòåé, äâàæäû ðåãóëÿðèçî-
âàííûé svm, ìàøèíà ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ, àëãîðèòìû ðåãóëÿðèçàöèè.

Elastic-Net Relevance Vector Machines for selective
multimodal regression estimation

Razin N.A.1, Chernousova E.O.2, Krasotkina O.V.3, Mottl V.V.4

MIPT1,2; Tula State University3,4; Computing Centre of the Russian Academy of Sciences3,4

The the problem of regression estimation is addressed under the assumption that pair-wise com-
parison of objects is arbitrarily scored by real numbers. Such a linear embedding is much more
general than the traditional kernel-based approach, which demands positive semidefiniteness of
the matrix of object comparisons. This demand is frequently prohibitive and is further compli-
cated if there exists a large number of comparison functions, i. e., multiple modalities of object
representation. In these cases, the experimenter typically also has the problem of eliminating
redundant modalities and objects. In the context of the general pair-wise comparison space, this
problem becomes mathematically analogous to that of wrapper-based feature selection. The re-
sulting convex training criterion based on the principle of Elastic Net regression estimation is
analogous to Tipping’s Regression Relevance Vector Machine, but essentially generalizes it via
the presence of a structural parameter controlling the selectivity level.
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Ââåäåíèå

Îäíà èç ñîâðåìåííûõ çàäà÷ èíôîðìàòèêè � ýòî âîññòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòåé ïî ýì-
ïèðè÷åñêèì äàííûì. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ðåàëüíîãî ìèðà ω ∈ Ω, êàæäîìó
èç êîòîðûõ ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå íåíàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé y ∈ Y. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàòåëþ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y(ω) : Ω→ Y òîëüêî íà îáúåêòàõ
îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè.

Ω∗ ⇒
{
ωj , y(ωj ), j = 1 , ...,N

}
⊂ Ω. (1)

Íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü ýòó ôóíêöèþ íà âñå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ŷ(ω) : Ω→ Y òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî îöåíèòü ñêðûòóþ õàðàêòåðèñòèêó îáúåêòîâ ω ∈ Ω \Ω∗ [1].
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñêðûòàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ŷ(ω) : Ω → Y = R, òî òàêàÿ çàäà÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëîâîé
çàâèñèìîñòè (çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè).

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé îáúåêò ïðåäñòàâëåí â êîìïüþòåðå
âåêòîðîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x(ω) =

(
xi(ω), i ∈ I

)
∈ Rn, I = {1, ..., n}, à ÷èñëîâàÿ

çàâèñèìîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî:

ŷ(ω) = ŷ
(
x(ω)

)
=
∑
i∈I
aixi(ω) + b, ai, b ∈ R. (2)

Òî, ÷òî ðåøàþùåå ïðàâèëî (2) ëèíåéíîå, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èâàþùèì ôàêòîðîì, òàê
êàê âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ îáúåêòîâ è çàäàíèÿ èõ ïðèçíàêîâ xi(ω),
÷òîáû îíè ïîãðóçèëèñü ðîâíî â òàêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íåîáõîäèìî.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ê ïðèçíàêîâîìó è êåðíåëüíîìó ïîäõîäàì Äüþèí è åãî ñîàâ-
òîðû ïðåäëîæèëè â [2] áåñïðèçíàêîâûé ïîäõîä, â êîòîðîì îáúåêòû ïðåäñòàâëåíû ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèåé ïîïàðíîãî ñðàâíåíèÿ S(ω′, ω′′) : Ω × Ω → R. Èäåÿ çàêëþ÷àëàñü
â èñïîëüçîâàíèè çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ìåæäó êîíêðåòíûì îáúåêòîì ω ∈ Ω è âñåìè
îñòàëüíûìè îáúåêòàìè îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè {ωj, j = 1, ..., N} êàê âåêòîðà âòîðè÷íûõ
ïðèçíàêîâ x(ω) =

(
xj(ω) = S(ωj, ω), j = 1, ..., N

)
è ïðèìåíåíèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ÷èñëîâîé çàâèñèìîñòè (2), îñíîâàííûõ íà ïðèçíàêîâîì îïèñàíèè îáúåêòà â
RN ñ J = {j = 1, ..., N} âìåñòî I = {i = 1, ..., n}.

Ïîçæå Áèøîï è Òèïïèíã ïðåäëîæèëè ¾ìàøèíó¿ (ìåòîä) ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ
(Relevance Vector Machine � RVM) [3], ãäå îñíîâíîé èäååé áûë îòáîð òîëüêî íåáîëüøîãî
êîëè÷åñòâà íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ èç îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè.
Àâòîðû íàçûâàëè èõ ðåëåâàíòíûìè âåêòîðàìè, ïîñêîëüêó S(ω′, ω′′) ðàññìàòðèâàëàñü êàê
êåðíåë, ïîãðóæàþùèé îáúåêòû â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Â èñõîäíîì ìåòîäå RVM ñåëåê-
òèâíîñòü ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ íàìåðåííî áûëà ïðèíÿòà î÷åíü âûñîêîé, ÷òîáû ïðèäàòü
èì àíàëîãèþ ñ îïîðíûìè âåêòîðàìè â ìîäåëè SVM. Ê òîìó æå, ìåòîä RVM îñíîâàí íà
áàéåñîâñêîì ïðèíöèïå îòáîðà, ïîýòîìó ïðèâîäèò ê íåâûïóêëîé çàäà÷å îáó÷åíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ, òèïè÷íàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé,
êîãäà çàäàíû íåñêîëüêî ìîäàëüíîñòåé ïîïàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ Sk(ω

′, ω′′) â âèäå
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ k ∈ K = {1, ...,m}, òî êîëè÷åñòâî âòîðè÷íûõ
ïðèçíàêîâ êàæäîãî îáúåêòà n = mN ïðåâûøàåò îáúåì îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè N :

x(ω) =
(
xi(ω) = xkj(ω) = Sk(ωj, ω), k ∈ K, j ∈ J, i ∈ I = K× J

)
. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçáåæàòü ýôôåêòà ïåðåîáó÷åíèÿ, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îòáîð íàè-
áîëåå èíôîðìàòèâíûõ âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ (kj) ∈ Î ⊂ I è èñêëþ÷èòü îñòàëüíûå (kj) /∈ Î.
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Ìû ðàññìîòðèì êëàññ çàäà÷ îáó÷åíèÿ, êîòîðûå, ÿâëÿÿñü âûïóêëûìè â îòëè÷èå îò êëàñ-
ñè÷åñêîé ìàøèíû RVM [3], ïîçâîëÿþò îòáèðàòü íå òîëüêî ðåëåâàíòíûå îáúåêòû Ĵ ⊂ J, íî
è ðåëåâàíòíûå ìîäàëüíîñòè èõ ïîïàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ K̂ ⊂ K, à òàêæå êîíòðîëèðîâàòü
ñòåïåíü îòáîðà ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè µ > 0.

Ïóñòü äàíà îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü
{

(x̃j, ỹj), j = 1, ..., N
}
. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ

ðåãðåññèè ỹj ∈ R ñ èçáûòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ïðèçíàêîâ I (âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ â ñëó÷àå
çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ÷åðåç RVM I = K× J) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê çàäà÷à
âîññòàíîâëåíèÿ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè, ò.å. âçâåøåííîé ñóììû êâàäðàòîâ îøèáîê îòêëîíåíèÿ∑N

j=1

[
ỹj−

(∑
i∈I ãix̃ij+b̃

)]2 → min(ãi, i ∈ I, b̃) è øòðàôà íà ñóììó êâàäðàòîâ êîýôôèöèåíòîâ
β
∑

i∈I ã
2
i → min(ãi, i ∈ I), ãäå β � êîýôôèöèåíò, âçâåøèâàþùèé ýòè äâà ñëàãàåìûõ ìåæäó

ñîáîé (trade-o� coe�cient). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíûé ïîäõîä èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè
èñõîäíàÿ îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü

{
(x̃j, ỹj), j = 1, ..., N

}
öåíòðèðîâàíà è íîðìèðîâàíà:{

(xj, yj), j = 1, ..., N
}
, xj =

(
xij, i ∈ I

)
∈ Rn, yj ∈ R, (4)

1

N

N∑
j=1

xj = 0,
1

N

N∑
j=1

yj = 0,
1

N

N∑
j=1

x2
ij = 1, i ∈ I. (5)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå øòðàô íà ñóììó êâàäðàòîâ βi äîëæåí áûòü óíèêàëüíûì äëÿ êàæ-
äîãî ïðèçíàêà i ∈ I, ÷òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü ðàçíèöó â èõ ìàñøòàáàõ. Åñëè

{
(x̃j, ỹj), j =

= 1, ..., N
}
èñõîäíàÿ îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü, òî íîðìàëèçàöèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xij =
x̃ij − x̄i
c̃i

, yj = ỹj − ȳ, x̄i =
1

N

N∑
j=1

x̃ij, ȳ =
1

N

N∑
j=1

ỹj, c̃i =

√
1

N

N∑
j=1

(x̃ij − x̄i)2. (6)

Îáðàòíî, êîãäà ìîäåëü ðåãðåññèè ŷ(x) = âTx ïîñòðîåíà ïî íîðìàëèçîâàííîé îáó÷à-
þùåé ñîâîêóïíîñòè, îíà äîëæíà áûòü ïðåîáðàçîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîððåêòíî
ðàáîòàòü ñ ïðîèçâîëüíûì íîâûì îáúåêòîì ω ∈ Ω, ïîäàâàåìûì íà âõîä è îïèñàííûì îðè-
ãèíàëüíûìè ïðèçíàêàìè: x̃(ω) =

(
x̃i(ω), i ∈ I

)
:

ˆ̃y(x̃) =
m∑
i=1

˜̂aix̃i + b̃, ˜̂ai =
âi
c̃i
, b̃ = ȳ −

m∑
i=1

âi
c̃i
x̄i. (7)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü íîðìèðîâàíà è öåíòðèðîâà-
íà (4)-(5), çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

FRR(a|β, Î) = β
∑
i∈Î
a2
i +

N∑
j=1

(
yj −

∑
i∈Î
aixij

)2

→ min(ai, i ∈ Î). (8)

Êðèòåðèé ãðåáíåâîé ðåãðåññèè ñîäåðæèò äâà ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðà � êîýôôèöèåíò β
è ïîäìíîæåñòâî àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ Î. Âûáîð ïåðâîãî èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ïðî-
áëåìîé, òàê êàê äîñòàòî÷íî âçÿòü ìàëîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà β > 0 ñ òîé ëèøü öåëüþ,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñòðîãóþ âûïóêëîñòü êðèòåðèÿ â ñëó÷àå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ
ïðèçíàêîâ èç Î. Íî ÷òî êàñàåòñÿ âûáîðà Î, òî ýòî î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Åñëè çàäàí êîíêðåòíûé íàáîð ïðèçíàêîâ, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäñòâèåì èç ôîðìó-
ëû Øåðìàíà-Âóäáåðè-Ìîððèñîíà [4], ìîæíî ïðèìåíèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì [5] äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îøèáêè leave-one-out êðèòåðèÿ îáó÷åíèÿ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8). Òåì íå ìå-
íåå ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü äëÿ âñåõ 2n íàáîðîâ ïðèçíàêîâ Î ⊆ I. Â íàøåì ñëó÷àå, â
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ñîîòâåòñòâèè ñ (3), äîëæíî áûòü íàéäåíî ëó÷øåå ïîäìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ i = (kj) ∈ I =
= K × J, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ n = mN � ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà ìîäàëüíîñòåé m = |K| è
÷èñëà îáúåêòîâ â îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè N = |J|.

Â äàííîé ðàáîòå ðàçðàáîòàíà ìàøèíà ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ (Relevance Object
Machine) ñ âîçìîæíîñòüþ îòáîðà ìîäàëüíîñòåé äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè. Â
îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ìû ïîëîæèëè êðèòåðèé îáó÷åíèÿ Elastic Net, ïðåäñòàâëåí-
íûé Zou è Hastie â [6] êàê ðåçóëüòàò êîìáèíèðîâàíèÿ ðåãóëÿðèçóþùåãî ñëàãàåìîãî ãðåá-
íåâîé ðåãðåññèè β

∑
i∈I a

2
i → min è Ëàññî Òèáøèðàíè: µ

∑
i∈I |ai| → min [7]:

FEN(a|β, µ) = β
∑
i∈I
a2
i + µ

∑
i∈I
|ai|+

N∑
j=1

(
yj −

∑
i∈I
aixij

)2

→ min(ai, i ∈ I). (9)

Â îòëè÷èå îò ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8) ñóììèðîâàíèå çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì âîçìîæ-
íûì ïðèçíàêàì èç i ∈ I, ò.å. âòîðè÷íûì ïðèçíàêàì (kj) ∈ I = K× J (3), è, ñëåäîâàòåëüíî,
èñêîìûé íàáîð ïðèçíàêîâ Î ⊂ I íå áóäåò íàéäåí ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî Elastic Net.

Íàëè÷èå ðåãóëÿðèçóþùåãî ñëàãàåìîãî Lasso íàäåëÿåò äàííûé êðèòåðèé âîçìîæíîñòüþ
ñòðîãî îáíóëÿòü èçáûòî÷íûå ïðèçíàêè è òåì ñàìûì íàõîäèòü íàáîð èíôîðìàòèâíûõ ïðè-
çíàêîâ Îβ,µ =

{
i : âi,β,µ 6= 0

}
⊂ I, íå âûïîëíÿÿ ïîëíîãî ïåðåáîðà. Ñòåïåíü îòáîðà ïðèçíàêîâ

ðåãóëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì µ.

Êîãäà êîýôôèöèåíò ãðåáíåâîé ðåãðåññèè ïîëîæèòåëåí, ò.å. β > 0, êðèòåðèé îáó÷åíèÿ
Elastic Net (9) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, îäíàêî áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, â
îòëè÷èå îò ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8). Òåì íå ìåíåå ìèíèìèçèðîâàòü åãî ëåãêî.

Îäíèì èç íàèáîëåå óäîáíûõ ïðåèìóùåñòâ Elastic Net ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà, ñ êîòîðîé
ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè [6]. Òàêîé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò â îäèí ïðîõîä
íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ ïðèçíàêîâ, îõâàòûâàþùèõ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè, îò òåõ, ïðè êîòîðûõ âñå ïðèçíàêè èñêëþ÷åíû èç ðåøàþùåãî
ïðàâèëà, è äî òåõ, ïðè êîòîðûõ âñå âêëþ÷åíû. Òåì íå ìåíåå âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî
óðîâíÿ ñåëåêòèâíîñòè îñòàåòñÿ çàäà÷åé âíåøíèõ ìåõàíèçìîâ, íàïðèìåð, êðîññ-âàëèäàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âñòðîèòü àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè â àëãîðèòì ìàøèíû
ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ ðåãðåññèè äëÿ ïîèñêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáîðîâ âòîðè÷íûõ ïðè-
çíàêîâ Îl = K̂l × Ĵl =

{
i = (kj), k ∈ K̂l, j ∈ Ĵl

}
, l = |Ĵl × K̂l|, íà÷èíàÿ îò åäèíñòâåííîãî

ïðèçíàêà l = 1, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî îáúåêòà è îäíîé ìîäàëüíîñòè, x1(ω) = xk1j1(ω) =

= Sk1(ωj1 , ω), K̂1 = {k1}, Ĵ1 = {j1}, è çàêàí÷èâàÿ ïîëíûì Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì{
xi(ω) = xkj(ω) = Sk(ωj, ω), (kj) ∈ I = K× J

}
, l = n = mN = |K× J|.

Êàê òîëüêî íàéäåíû âñå ïîäìíîæåñòâà-êàíäèäàòû âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ Îl ⊂ I, l =
= 1, 2, 3, ..., n, îñòàåòñÿ ëèøü âûáðàòü ëó÷øåå èç íèõ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîáùàþùåé ñïîñîá-
íîñòè. Áîëüøå íå íóæåí ðåãóëÿðèçàöèîííûé ÷ëåí Ëàññî µ

∑
i∈I |ai| → min, è ìû âîçâðàùà-

åìñÿ ê îáû÷íîé ìîäåëè ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8) ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ åå êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü åå îøèáêó leave-one-out, ïðèìåíèâ ýôôåêòèâíûé áåñ-
ïåðåáîðíûé àëãîðèòì, îïèñàííûé â [5].

Ñòàòüÿ íà÷èíàåòñÿ ðàçäåëîì 1, â êîòîðîì ìàòåìàòè÷åñêè òùàòåëüíî îïèñûâàåòñÿ ãëàâ-
íîå ñâîéñòâî êðèòåðèÿ Elastic Net â òî÷êå ìèíèìóìà (9) � ðàçáèâàòü ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ
íà äâà ïîäìíîæåñòâà: àêòèâíûå è íåàêòèâíûå. Àêòèâíûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàþòñÿ íà
ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè Elastic Net. Ýòîò ôàêò ñòàíî-
âèòñÿ îñîáåííî î÷åâèäíûì â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíûìè ïðÿìûìè ïîïûòêàìè îáîñíîâà-
íèÿ â [6], åñëè âûïèñàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè Elastic Net.
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Â ðàçäåëå 2 ïðåäëîæåí îáùèé èòåðàòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ ðåãóëÿðèçàöèè è ïîèñêà ïîäìíîæåñòâà àêòèâíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè.

Äàëåå, â ðàçäåëå 3, èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè, à èìåííî, àëãîðèòì, ðåøàþ-
ùèé çàäà÷ó Elastic Net â îäèí ïðîõîä äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñåëåêòèâ-
íîñòè.

Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí áûñòðîìó ñïîñîáó âû÷èñëåíèÿ îøèáêè leave-one-out, ïðåäñòàâëåí-
íîìó â [5], íî àäàïòèðîâàííîìó ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å èñõîäíîãî êðèòåðèÿ îáó÷åíèÿ.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 5, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ
äàííûõ.

Â ñòàòüå ïðîïóùåíû ýëåìåíòàðíûå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåä-
ëîæåíèé.

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ êðèòåðèÿ Elastic Net è ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ

Îáîáùåíèå êðèòåðèÿ îáó÷åíèÿ Elastic Net (9) ïðåâðàùàåò åãî â ìíîãîìîäàëüíóþ ìà-
øèíó ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé áîëåå ñëîæíûì ñìûñëîì
âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ i = (k, l) è èõ êîëè÷åñòâîì | I | = mN . Äëÿ òîãî ÷òîáû ÿâíî óâèäåòü
ìåõàíèçì îòáîðà ïðèçíàêîâ, óäîáíî çàïèñàòü êðèòåðèé Elastic Net â åãî íàãëÿäíîé ôîðìå
� âûïóêëîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè-ðàâåíñòâàìè:

β
∑
i∈I
a2
i + µ

∑
i∈I
|ai|+

N∑
j=1

δ2
j → min

(
ai ∈ R, i ∈ I; δj ∈ R, j = 1, ..., N

)
,

δj = yj −
∑
i∈I
aixij, j = 1, ..., N.

(10)

Óòâåðæäåíèå 1. Ðåøåíèå âûïóêëîé çàäà÷è Elastic Net ñ îãðàíè÷åíèÿìè (10) âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå äâîéñòâåííîé âûïóêëîé çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé, ò.å. ÷åðåç êîýôôèöè-
åíòû δ = (δ1, ..., δN) ∈ RN , êîòîðûå èãðàþò ðîëü ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

W (δ|β, µ) =
1

β

∑
i∈I

{
min

[µ
2

+ x̄Ti δ, 0,
µ

2
− x̄Ti δ

]2}
+ (δ − y)T (δ − y) =

1

β

∑
i∈I

{
min

[µ
2

+
N∑
j=1

δjxij, 0,
µ

2
−

N∑
j=1

δjxij

]2}
+
∑N

j=1(δj − yj)2 → min,
(11)

ãäå x̄i = (xi,1, ..., xi,N) ∈ RN � âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ â îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå i ∈ I = K× J (3).

Ðåøåíèå δ̂βµ = (δ̂1,βµ, ..., δ̂N,βµ) äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11) â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåò

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ P̂βµ = (Î−βµ, Î0
βµ, Î

+
βµ) íà àêòèâíûå Îβµ = Î−βµ

⋃
Î+
βµ è íåàê-

òèâíûå Î0
βµ =

{
i ∈ I : âi,βµ = 0

}
:

Î−βµ =
{
i ∈ I : x̄Ti δ̂βµ < −

µ

2
, âi,βµ < 0

}
, Î+

βµ =
{
i ∈ I : x̄Ti δ̂βµ >

µ

2
, âi,βµ > 0

}
,

Î0
βµ =

{
i ∈ I : −µ

2
6 x̄Ti δ̂βµ 6

µ

2
, âi,βµ = 0

}
.

(12)

Ïîëó÷åííûå àêòèâíûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò
îñòàòêîâ, íàéäåííûõ èç (11)
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âi,βµ =
1

β

(
x̄Ti δ̂βµ +

µ

2

)
< 0 åñëè i ∈ Î−βµ, âi,βµ =

1

β

(
x̄Ti δ̂βµ −

µ

2

)
> 0 åñëè i ∈ Î+

βµ, (13)

òîãäà êàê îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ âi,βµ = 0 åñëè i ∈ Î0
βµ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Elastic Net (9)-(10) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11), ÷üÿ öåëåâàÿ ôóíêöèé ñòðîãî âûïóêëà, êàê ñóììà äâóõ ôóíêöèé,
îäíà èç êîòîðûõ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à äðóãàÿ êâàäðàòè÷íàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå
δ̂βµ = (δ̂1,βµ, ..., δ̂N,βµ) âñåãäà åäèíñòâåííî.

Íàãëÿäíî âèäíî èç (12) ÷òî, åñëè êîýôôèöèåíò ãðåáíåâîé ðåãðåññèè β > 0 çàôèêñèðî-
âàí, òî øòðàô íà ñóììó ìîäóëåé µ > 0 äåéñòâóåò êàê ïàðàìåòð ñåëåêòèâíîñòè, êîíòðîëè-
ðóþùèé êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, ïîïàâøèõ â âûáðàííîå ìíîæåñòâî àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ,
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ðåãóëèðóåò êîëè÷åñòâî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåñ-
ñèè âβµ =

(
âi,βµ, i ∈ I

)
.

Êîãäà µ = 0, çàäà÷à Elastic Net ñòàíîâèòñÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé ãðåáíåâîé ðåãðåññèè.
Êîýôôèöèåíòû ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è (11) â ñîîòâåòñòâèè ñ (13):

W
(
δ|β, µ = 0

)
=

1

β
δT
(∑
i∈I

x̄ix̄
T
i

)
δ + (δ − y)T (δ − y)→ min(δ), (14)

δ̂β0 = β
(∑
i∈I

x̄ix̄
T
i + βI

)−1

y, âi,β0 =
1

β
x̄Ti δ̂β0, i ∈ I, Î0

β0 = ∅. (15)

Íåáîëüøîå óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè µ íå èçìåíèò èñõîäíî ïóñòîå ìíîæåñòâî
íåàêòèâíûõ ïðèçíàêîâ, â òî âðåìÿ êàê âåêòîð îñòàòêîâ δ̂β0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

x̄Ti δ̂β0 6 −(µ/2) èëè x̄Ti δ̂β0 > (µ/2) äëÿ âñåõ i ∈ I.
Íàïðîòèâ, êîãäà µ ñëèøêîì âåëèêî, âñå ïðèçíàêè ñòàíîâÿòñÿ íåàêòèâíûìè. Â ñàìîì

äåëå, âòîðîå ñëàãàåìîå â öåëåâîé ôóíêöèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-
íîé ôóíêöèåé (δ−y)T (δ−y). Åñëè åå òî÷êà ìèíèìóìà δ = y óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
−(µ/2) < x̄Ti y < (µ/2) äëÿ âñåõ i ∈ I, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, è
âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12), äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåáðàòü âñå çíà÷åíèÿ ñåëåê-
òèâíîñòè, íà÷èíàÿ ñ òåõ, ïðè êîòîðûõ àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ íåò âîîáùå,

(
Î0
βµ = ∅, Îβµ = I

)
è çàêàí÷èâàÿ òåìè çíà÷åíèÿìè, êîãäà âñå ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè,

(
Î0
βµ = I, Îβµ =

= ∅
)
, äîñòàòî÷íî ìåíÿòü ñåëåêòèâíîñòü â èíòåðâàëå

2 min
i∈I
|x̄Ti δ̂β0| = µmin 6 µ 6 µmax = 2 max

i∈I
|x̄Ti y|. (16)

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Elastic Net äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè

Ïóñòü ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè β > 0 è µ > 0 â êðèòåðèè îáó÷åíèÿ (9)-(10) çàôèêñè-
ðîâàíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ âûïóêëîé äâîéñòâåííîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè (11), ìû ââåäåì ïîíÿòèå ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ P íàáîðà ïðèçíà-
êîâ i ∈ I íà òðè ïîäìíîæåñòâà:

P =
{
I−P , I0

P , I+
P

}
, I−P

⋃
I0
P

⋃
I+
P = I. (17)
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Ïóñòü, äàëåå, Pδ =
{
I−δ , I0

δ, I
+
δ

}
îáîçíà÷àåò ðàçáèåíèå, ñâÿçàííîå ñ êîíêðåòíûì âåêòîðîì

îñòàòêîâ δ = (δ1, ..., δN) ∈ RN :

I−δ =
{
i ∈ I : x̄Ti δ < −

µ

2

}
, I0

δ =
{
i ∈ I :

µ

2
6 x̄Ti δ 6

µ

2

}
, I+

δ =
{
i ∈ I : x̄Ti δ >

µ

2

}
. (18)

Â ÷àñòíîñòè, ðàçáèåíèå â òî÷êå ìèíèìóìà êðèòåðèÿ Elastic Net (12) ìîæåò áûòü ïåðåïè-
ñàíî â ýòèõ òåðìèíàõ êàê:

P̂βµ = Pδ̂βµ , Î−βµ = I−
δ̂βµ
, Î0

βµ = I0
δ̂βµ
, Î+

βµ = I+

δ̂βµ
.

Íàêîíåö, ìû çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå P â äâîéñòâåííîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè (11) è
ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè è åå î÷åâèäíîå ðåøåíèå:

W (δ|P ) =
1

β

{∑
i∈I−P

(
x̄Ti δ +

µ

2

)2

+
∑
i∈I−P

(
x̄Ti δ −

µ

2

)2
}

+ (δ − y)T (δ − y)→ min(δ),

δ̂P =
(∑
i∈IP

x̄ix̄
T
i + βI

)−1[
y +

1

2

(∑
i∈I+P

x̄i −
∑
i∈I−P

x̄i

)
µ
]
, IP = I−P

⋃
I+
P .

(19)

Ìàòðèöà
∑
i∈IP

x̄ix̄
T
i + βI, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ ðåøåíèå δ̂P â (19), âñåãäà îáðàòèìà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü P îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ è
δ̂P ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (19). Ïóñòü, êðîìå
ýòîãî, Pδ̂P îáîçíà÷àåò ðàçáèåíèå, ïîëó÷åííîå èç δ̂P (18). Ñîâïàäåíèå ýòèõ äâóõ ðàçáèå-

íèé Pδ̂P = P � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû δ̂P ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11).

Óòâåðæäåíèå 2 îïèñûâàåò èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11)
è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è Elastic Net (9)-(10), ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.

Àëãîðèòì. Ïóñòü δ̂k ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì èñêîìîãî ðåøåíèÿ äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è è Pk = Pδ̂k (18) ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì äàííîìó ðåøåíèþ. Ðåøåíèå óñëîâíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (19) ñ P = Pk êëà-
äåòñÿ ðàâíûì ñëåäóþùåìó ïðèáëèæåíèþ δ̂k+1. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà ðàç-
áèåíèÿ Pk+1 = Pδ̂k+1

è Pk ñîâïàäàþò.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî öåëåñîîáðàçíî íà÷àòü ñ δ̂0 = y, ò. å. ñ òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
P =

{
I−P = ∅, I0

P = I, I+
P = ∅

}
, ïðè êîòîðîì âñå ïðèçíàêè íåàêòèâíû. Â ýòîì ñëó÷àå

àëãîðèòì, îïèñàííûé âûøå, ïîñòåïåííî ðàñøèðÿåò ìíîæåñòâî àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ Îk =
= Î−k

⋃
Î+
k , íî ïðè ýòîì ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ æàäíûì.

Ñ òàêèì èñõîäíûì ïðèáëèæåíèåì àëãîðèòì ñõîäèòñÿ îáû÷íî çà 15�30 èòåðàöèé.
Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ÷àñòî ñîêðàùàåòñÿ äî 1�2 òîëüêî åñëè èñõîäíûé âåêòîð δ̂0 áëèçîê

ê ðåøåíèþ. Àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè èñïîëüçóåò ýòî î÷åíü óäà÷íîå ñâîéñòâî.

Àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè

Èäåÿ àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ êðèòåðèÿ Ëàññî
(β = 0) â [7] è çàòåì ðàñøèðåíà íà ñëó÷àé Elastic Net (β > 0) â [6]. Ìîòèâàöèåé ïîñëóæèëî
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîèñê çàâèñèìîñòè âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè îò ïàðàìåò-
ðà ñåëåêòèâíîñòè âβµ = âβ(µ) â îäèí ïðîõîä ñðàçó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé (16) äîëæåí áûòü
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âû÷èñëèòåëüíî ãîðàçäî ýôôåêòèâíåå, ÷åì íåçàâèñèìîå âû÷èñëåíèå èñêîìîãî âåêòîðà êî-
ýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè äëÿ íåñêîëüêèõ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé ñåëåêòèâíîñòè.

Ïóñòü êîýôôèöèåíò β > 0 âçÿò äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñòðîãóþ âû-
ïóêëîñòü öåëåâîé ôóíêöèè Elastic Net (9). Â îñíîâå òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ àëãîðèò-
ìà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè µ > 0 ëåæèò ìàòåìàòè-
÷åñêèé ôàêò, ÷òî çàâèñèìîñòü âβ(µ), îïðåäåëåííàÿ îáó÷àþùèì êðèòåðèåì Elastic Net, �
íåïðåðûâíàÿ, êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê áèôóðêà-
öèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè òî÷êè êàê óìåíüøàþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
µmax =

= µ0 > µ1 >, ..., > µM = 0
)
. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî íåòðèâèàëüíûõ òî÷åê M

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó n 6M 6 2n, ãäå n = |I| � êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â òåðìèíàõ òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà, îñâåùåííîãî â ðàçäåëàõ 1 è 2, äëÿ
êàæäîé îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè (4) óáûâàþùàÿ ïîñëåäâàòåëüíîñòü òî÷åê áèôóðêàöèè
µmax → µk → 0 (16) çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé
ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ Pk, íà÷èíàÿ ñ ðàçáèåíèÿ, â êîòîðîì âñå ïðèçíàêè îòñóòñòâóþò Î0 =
= Î−0

⋃
Î+
0 = ∅, è çàêàí÷èâàÿ ðàçáèåíèåì, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ âñå ïðèçíàêè ÎM = I. Ìåæäó

äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè áèôóðêàöèè ðàçáèåíèå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì µk−1 > µ > µk,
íî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçìåð ìíîæåñòâà àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ |̂Ik| íå
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè µ.

Òåîðåòè÷åñêè âñåãî òî÷åê áèôóðêàöèè ìîæåò áûòü 2n. Îäíàêî òàêîå ÷èñëî ÷ðåçìåðíî
âåëèêî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ìàøèíû ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ, áàçèðó-
þùåãîñÿ íà ïðèíöèïå îòáîðà ïðèçíàêîâ. Â íàøåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ
n = |I| = mN ïðåâûøàåò ðàçìåð îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè N = |J| â òàêîå æå êîëè÷åñòâî
ðàç, ñêîëüêî çàäàíî ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ îáúåêòîâ m = |K|. Ïîýòîìó ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ¾óðåçàííûé¿ àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïóñòü µmax îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè, âû÷èñëåí-
íîå ïî îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè (4) â ñîîòâåòñòâèè ñ (16), è M � êîëè÷åñòâî çíà÷å-
íèé ñåëåêòèâíîñòè, êîòîðîå ìû õîòèì ïîïðîáîâàòü. Ïðåäëàãàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(µ0 > µ1 >, ..., > µM) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

µk =
(

1− k

M

)
µmax, k = 0, 1, ...,M, ïðè ýòîì µ0 = µmax, µM = 0. (20)

Îêîí÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîäìíîæåñòâ àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ Îk, k = 0, 1, ...,M . Ìîùíîñòü ýòèõ ïîäìíîæåñòâ |̂Ik| â
îáùåì ñëó÷àå âîçðàñòàåò îò 0 äî ïîëíîãî êîëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ n = mN , íî åå çàâèñèìîñòü
îò ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè íåîáÿçàòåëüíî ìîíîòîííàÿ.

Íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè Elastic Net, ïîòîìó ÷òî ìû
èñïîëüçóåì ýòó ìîäåëü òîëüêî ëèøü äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ. Âìåñòî ýòîãî ìû âû÷èñëÿåì
êîýôôèöèåíòû ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (13) äëÿ êàæäîãî èç îòîáðàííûõ ïîäìíîæåñòâ àêòèâ-
íûõ ïðèçíàêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ (15):

δ̂Îk =
(
δ̂1,̂Ik , ..., δ̂N,̂Ik

)
=
(∑
i∈Îk

x̄ix̄
T
i + βI

)−1

y, âi,̂Ik =

{
(1/β)x̄Ti δ̂Îk , i ∈ Îk,
0, i /∈ Îk.

(21)
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Áåñïåðåáîðíàÿ ïðîöåäóðà âåðèôèêàöèè leave-one-out äëÿ ïîä-
ìíîæåñòâ àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ

Íà êàæäîì k-îì øàãå àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷åííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû
êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8) äëÿ çàäàííîãî ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ Îk ⊆ I
äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè:

QÎk =
1

N

N∑
j=1

(δ̂j,̂Ik)
2, (22)

ãäå âåêòîð îñòàòêîâ δ̂Îk =
(
δ̂1,̂Ik , ..., δ̂N,̂Ik

)
âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (21). Îòìåòèì, ÷òî îñòàòêè

ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11), à âû÷èñëåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ ðåãðåññèè âi,̂Ik íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü QÎk .

Îøèáêà leave-one-out

QLOO
Îk

=
1

N

N∑
j=1

(δ̂
(j)

j,̂Ik
)2, (23)

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ âåêòîðà îøèáîê, êàæäûé èç êî-
òîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåé îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè, èñêëþ÷àÿ ñîîòâåòñòâóþùèé j-é ýëå-
ìåíò, â îòëè÷èå îò (21):

δ̂
(j)

Îk =
(
δ̂

(j)

1,̂Ik
, ..., δ̂

(j)

N,̂Ik

)
=
(∑
i∈Îk

˜̄x
(j)
i (˜̄x

(j)
i )T + βĨ

)−1

ỹ(j),

˜̄x
(j)
i =

(
xil, l 6= j

)
∈ RN−1, ỹ(j) =

(
yl, l 6= j

)
∈ RN−1, Ĩ

[
(N − 1)× (N − 1)

]
.

(24)

Êàê ïîêàçàíî â [5], êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà êðèòåðèÿ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè (8) ïîçâîëÿ-
åò èçáåæàòü ìíîæåñòâåííûõ îáðàùåíèé ìàòðèö ïðè âû÷èñëåíèè îøèáêè leave-one-out. Â
òåðìèíàõ íàïðÿìóþ ïîñ÷èòàííûõ îñòàòêîâ â (23)-(24) ïðè ðåøåíèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è
(11), îøèáêà leave-one-out îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

QLOO
Îk

=
1

N

N∑
j=1

(
δ̂j,̂Ik

1− qj,̂Ik

)2

, qj,̂Ik =

[(∑
i∈Îk

x̄ix̄
T
i

)(∑
i∈Îk

x̄ix̄
T
i + βI

)−1
]
jj

, (25)

ãäå [...]jj îçíà÷àåò j-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà
(∑

i∈Îk x̄ix̄
T
i + βI

)−1

âû÷èñëÿåòñÿ ëèøü îäíà-

æäû íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè ïðè îöåíêå îñòàòêîâ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè
ïî âñåé îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè (21).

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Ýêñïåðèìåíòû íà èñêóññòâåííûõ äàííûõ

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîé ìàøèíû ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ ñ îò-
áîðîì ìîäàëüíîñòåé íà äâóõìåðíûõ èñêóññòâåííûõ äàííûõ. Äàííûå óñòðîåíû òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî ïî íèì ÿâíî ìîæíî ïîíÿòü èñòèííîå ìíîæåñòâî ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ è ðå-
ëåâàíòíûõ ìîäàëüíîñòåé. Íàáîð äàííûõ ñîñòîèò èç îáúåêòîâ ω ∈ Ω, ïðåäñòàâëåííûõ äâó-
ìÿ íàáëþäàåìûìè ïðèçíàêàìè z(ω) =

(
z1(ω), z2(ω)

)
∈ R2 è îäíèì ñêðûòûì ïðèçíàêîì

y(ω) ∈ R.
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Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ äàííûõ îñíîâàí íà ïðåäçàäàííîé ôóíêöèè R2 → R, îïðåäåëåí-
íîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y∗(z) = K(z∗1, z) +K(z∗2, z)−K(z∗3, z)−K(z∗4, z),
K(z∗, z) = exp

{
−5.5||z∗ − z||2

}
,

z∗1 = (−0.26, 0.69), z∗2 = (0.47, 0.76), z∗3 = (−0.7, 0.32), z∗4 = (0.25, 0.4).
(26)

Êàæäûé ñëó÷àéíûé îáúåêò ïðåäñòàâëåí ïàðîé (z, y), ãäå z � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé â ïðÿìîóãîëüíèêå

(
−1 6 z1 6 1, −0.2 6 z2 6 1.2

)
è y �

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
E(y|z) = y∗(z) è äèñïåðñèåé V ar(y) = 0.1.

Íàáîð äàííûõ ñîäåðæèò |Ω| = 1250 îáúåêòîâ, êîòîðûå ñëó÷àéíî ðàçáèòû íà N = 150
îáúåêòîâ äëÿ îáó÷åíèÿ è Ntest = 1100 îáúåêòîâ äëÿ êîíòðîëÿ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàäàííàÿ
ñêðûòàÿ ôóíêöèÿ y∗(z), êîòîðóþ íóæíî îöåíèòü, è îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü

{
(zj, yj), j =

= 1, ..., N
}
. Êîíòóðíûå ëèíèè çàäàííîé ñêðûòîé ôóíêöèè õîðîøî äåìîíñòðèðóþò äâà

¾õîëìà¿ â âåðõíåé ÷àñòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè è äâå ¾âïàäèíû¿ â íèæíåé.
Äàëåå ìû ïðèìåíèëè ê îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå ìàøèíó ðå-

ëåâàíòíûõ îáúåêòîâ ñ îòáîðîì ìîäàëüíîñòåé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
β = 0.1 è äëÿ m = 4 ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ:

S1(ω′, ω′′) = S1(z′, z′′) = exp
{
−5.5

[
(z′1 − z′′1 )2 + (z′2 − z′′2 )2

]}
,

S2(ω′, ω′′) = S2(z′, z′′) = |z′1 − z′′1 |,
S3(ω′, ω′′) = S3(z′, z′′) = |z′2 − z′′2 |,
S4(ω′, ω′′) = S4(z′, z′′) = |(z′2 − z′′2 )− (z′1 − z′′1 )|.

(27)

Îñîáåííîñòü ñêðûòîé çàäàííîé ôóíêöèè (26) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî àëãîðèòì äîëæåí
îòîáðàòü òîëüêî ïåðâóþ ôóíêöèþ S1(z′, z′′) êàê åäèíñòâåííóþ àäåêâàòíóþ ôóíêöèþ èñ-
êîìîé çàâèñèìîñòè, à â êà÷åñòâå ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ îòîáðàòü îáúåêòû îáó÷àþùåé ñî-
âîêóïíîñòè, ðàñïîëîæåííûå ïðåèìóùåñòâåííî â îêðåñòíîñòè ¾õîëìîâ¿ è ¾âïàäèí¿.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîëíûé íàáîð I =
{
i = (kj)

}
èç n = mN = 400 âòîðè÷íûõ

ïðèçíàêîâ (3), ñôîðìèðîâàííûé èçm = 4 ìîäàëüíîñòåé èN = 100 îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ. Äëÿ
ïîäîáíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñòðóêòóðû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè
(16) ðàâíÿåòñÿ µmax ≈ 11.

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ëó÷øåå çíà÷åíèå ñåëåê-
òèâíîñòè ðàâíî µ = 1.21, äàâàÿ ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå îøèáêè leave-one-out
QLOO

Î = 0.089, âû÷èñëåííîå ñîãëàñíî (25). Ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè íà êîíòðîëå îêàçàë-
ñÿ íåìíîãî âûøå: Qtest

Î = 0.125. Îáå îöåíêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñî çíà÷åíèåì äèñïåðñèè
V ar(y) = 0.1, äëÿ êîòîðîé ãåíåðèðîâàëèñü èñêóññòâåííûå äàííûå.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ðåëåâàíòíûõ âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ Î =
{

(kj)} ñîäåð-
æèò 18 ýëåìåíòîâ. Ñðåäè íèõ 17 ýëåìåíòîâ áûëè ñôîðìèðîâàíû ðàçíûìè ðåëåâàíòíûìè
îáúåêòàìè Ĵ = {j} ⊂ J, ñâÿçàííûìè, êàê è îæèäàëîñü, ñ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé ïàð-
íîãî ñðàâíåíèÿ S1(z′, z′′). È òîëüêî îäèí ðåëåâàíòíûé îáúåêò ïðåäïî÷åë äðóãóþ ôóíêöèþ
ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ S4(z′, z′′) (28). Ðåëåâàíòíûå îáúåêòû ðàñïîëîæèëèñü â îêðåñòíîñòÿõ
¾õîëìîâ¿ è ¾âïàäèí¿ (ðèñ. 1), êàê è îæèäàëîñü.

Ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíûõ äàííûõ

Ýôôåêòèâíîñòü ìàøèíû ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ ìû ïðîâåðèëè íà çàäà÷å âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ÷èñëîâîé çàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäåëèðîâàíèè íàìàãíè÷åííîñòè
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Ðèñ. 1: Êîíòóðíûå ëèíèè ôóíêöèè y∗(z) è îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü
{

(zj, yj), j = 1, ..., N
}
,

N = 150. Æèðíàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ y∗(z) = 0, ìàðêåðû ×
è � îáîçíà÷àþò îáúåêòû îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè zj è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûå
è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé öåëåâîé ïåðåìåííîé yj. Ðåëåâàíòíûå îáúåêòû
ïîäñâå÷åíû

â ñâåðõïðîâîäíèêàõ [8]. Äàííûå äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäîñòàâëåíû Íàöèîíàëüíûì òåõ-
íîëîãè÷åñêèì èíñòèòóòîì ñòàíäàðòîâ (National Institute of Standards and Technology)
http://www.nist.gov/index.html.

Íàáîð äàííûõ ñîñòîèò èç îáúåêòîâ ω ∈ Ω, ïðåäñòàâëåííûõ îäíèì íàáëþäàåìûì ïðè-
çíàêîì z(ω) = z1(ω) ∈ R è îäíèì ñêðûòûì ïðèçíàêîì y(ω) ∈ R.

Ñêðûòûé ïðèçíàê � ýòî èçìåðåííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà, íàáëþäàåìûé
ïðèçíàê � ýòî ëîãàðèôì îò âðåìåíè, ïðîøåäøåãî ñ ìîìåíòà ñòàðòà ýêñïåðèìåíòà äî ìî-
ìåíòà åãî çàâåðøåíèÿ. Èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñêðûòûì è íàáëþäàåìûì ïðèçíàêîì
îïèñûâàåòñÿ y = −2000(50 + z1)−10/9.

Íàáîð äàííûõ ñîäåðæèò |Ω| = 154 îáúåêòà, êîòîðûå ñëó÷àéíî ðàçáèòû íà N = 75
îáúåêòîâ äëÿ îáó÷åíèÿ è Ntest = 79 îáúåêòà äëÿ êîíòðîëÿ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàäàííàÿ
ñêðûòàÿ ôóíêöèÿ y∗(z), êîòîðóþ íóæíî îöåíèòü, è îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü

{
(zj, yj), j =

= 1, ..., N
}
.

Äàëåå ìû ïðèìåíèëè ê îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå ìàøèíó ðå-
ëåâàíòíûõ îáúåêòîâ ñ îòáîðîì ìîäàëüíîñòåé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
β = 15 è äëÿ m = 4 ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ:

S1(ω′, ω′′) = S1(z′, z′′) = (1 + |z′1 − z′′1 |)−10/9,
S2(ω′, ω′′) = S2(z′, z′′) = exp(−1.5(z′1 − z′′)2),
S3(ω′, ω′′) = exp(−1.5 ∗ |z′1 − z′′1 |)/(1 + (z′1 + z′′1 )2),
S4(ω′, ω′′) = S4(z′, z′′) = exp(−1.5|z′1 − z′′1 |)

(28)

Îñîáåííîñòü ñêðûòîé çàäàííîé ôóíêöèè óêàçûâàåò íà òî, ÷òî àëãîðèòì äîëæåí îòîáðàòü
òîëüêî ïåðâóþ ôóíêöèþ S1(z′, z′′) êàê åäèíñòâåííóþ àäåêâàòíóþ ôóíêöèþ èñêîìîé çà-
âèñèìîñòè, à â êà÷åñòâå ðåëåâàíòíûõ îáúåêòîâ îòîáðàòü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ
îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîëíûé íàáîð I =
{
i = (kj)

}
èç n = mN = 300 âòîðè÷íûõ

ïðèçíàêîâ (3), ñôîðìèðîâàííûé èç m = 4 ìîäàëüíîñòåé è N = 75 îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ. Äëÿ
ïîäîáíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñòðóêòóðû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè
(16) ðàâíÿåòñÿ µmax ≈ 94.5.

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ëó÷øåå çíà÷åíèå ñåëåê-
òèâíîñòè ðàâíî µ = 186.4, äàâàÿ ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå îøèáêè leave-one-out



652 Ðàçèí Í.À., ×åðíîóñîâà Å.Î., Êðàñîòêèíà Î.Â., Ìîòòëü Â.Â.

Ðèñ. 2: Îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü N = 75 è âîññòàíîâëåííàÿ ïî íåé çàâèñèìîñòü y∗(z).
Ìàðêåðû � è × îáîçíà÷àþò îáúåêòû îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè zj è, ñîîòâåòñòâåííî, ðå-
ëåâàíòíûå îáúåêòû

QLOO
Î = 0.000695, âû÷èñëåííîå ñîãëàñíî (25). Ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè íà êîíòðîëå îêà-

çàëñÿ íåìíîãî âûøå: Qtest
Î = 0.000805. Îáå îöåíêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñî çíà÷åíèåì êâàä-

ðàòà îòêëîíåíèÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè îò íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ñêðûòîé ïåðåìåííîé
V ar(y) = 0.00052.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ðåëåâàíòíûõ âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ Î =
{

(kj)} ñîäåð-
æèò 11 ýëåìåíòîâ. Âñå ýòè ýëåìåíòû áûëè ñôîðìèðîâàíû ðàçíûìè ðåëåâàíòíûìè îáúåê-
òàìè Ĵ = {j} ⊂ J, ñâÿçàííûìè ñ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ S1(z′, z′′),
êàê è îæèäàëîñü.

Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìåòîäîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè íà
îñíîâå ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ, íå
îáÿçàííûõ óäîâëåòâîðÿòü òðóäíîâûïîëíèìûì íà ïðàêòèêå óñëîâèÿì ïîëîæèòåëüíîé ïî-
ëóîïðåäåëåííîñòè. Ïðåäëîæåííàÿ ðàçðàáîòêà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îòíîñèòåëüíîãî äèñ-
êðèìèíàíòíîãî àíàëèçà (Relational Discriminant Analysis) Ðîáåðòà Äüþèíà, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, è ìàøèíû ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ òèïïèíãà � ñ äðóãîé.

Êðèòåðèé îáó÷åíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îçâó÷åííûõ ðàíåå òåì, ÷òî îí ÿâíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð, êîíòðîëèðóþùèé ñòåïåíü îòáîðà ïðèçíàêîâ, îïèñûâàþùèõ îáúåê-
òû, êàæäûé èç êîòîðûõ ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáúåêòîì â îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè
è ñ êîíêðåòíîé ôóíêöèåé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìíîãîìîäàëüíàÿ ìàøèíà ðåëå-
âàíòíûõ îáúåêòîâ ñ ñåëåêòèâíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ñëåäîâàòåëüíî, ãàðàíòèðîâàííî
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

ßâíîå íàëè÷èå ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè äåëàåò êðèòåðèé óäîáíûì äëÿ çàäà÷, â êîòî-
ðûõ ïðèñóòñòâóþò íåñêîëüêî ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ, ò.å. áèîèíôîðìàòèêó è ìíîãî-
ìîäàëüíóþ áèîìåòðèþ.
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