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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü ïî-
ëîæåíèå õàðàêòåðíûõ òî÷åê, îïèñûâàþùèõ êàêèå-ëèáî îáúåêòû íà èçîáðàæåíèè, íà îñíîâå
àïðèîðíî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè îá èõ ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè. Ýòè ìåòîäû íàçûâà-
þòñÿ ñèììåòðèçàöèåé õàðàêòåðíûõ òî÷åê. Ðàññìîòðåíà ñèììåòðèçàöèÿ òî÷åê äëÿ ñëó÷àÿ
âåðòèêàëüíîé è ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèè ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè îñè ñèììåòðèè, à òàê-
æå áîëåå îáùèé ñëó÷àé ñèììåòðèçàöèè ïðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ îñåâîé ñèììåòðèè.
Ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû äàþò ðåøåíèå çàäà÷è îñåâîé ñèììåòðèçàöèè ïðè ìèíèìàëüíîì
èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê. Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèììåòðèçàöèÿ, îòðàæà-

òåëüíàÿ ñèììåòðèÿ, õàðàêòåðíûå òî÷êè, áèîìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ, ðàñïîçíàâà-
íèå ëèö.
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In this work, we consider the problem to obtain more accurate information about location of
points based on a priori knowledge of their symmetries. Methods to solve this symmetrization
problem with respect to vertical and inclined axes of reflectional symmetry are considered jointly
with the more general case of reflectional symmetry with respect to an indefinite reflection axis.
The methods produce the minimal deformation that enhances approximate symmetries present
in a given arrangement of points.
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Ââåäåíèå

Ñèììåòðèÿ èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ïðàâèëüíîì âîñïðèÿòèè êàê åñòåñòâåííûõ,
òàê è â áîëüøåé ñòåïåíè èñêóññòâåííî ñîçäàííûõ îáúåêòîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìíîãî-
÷èñëåííûå óñèëèÿ ïðè àíàëèçå ôîðìû îáúåêòîâ, çàäàííûõ â îöèôðîâàííîì âèäå, áûëè
ñîñðåäîòî÷åíû íà âûÿâëåíèè ñèììåòðèè 2D è 3D îáúåêòîâ [1�3]. Èíôîðìàöèÿ î ñèììåò-
ðèè ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ �� â êîìïàêòíîì îïèñà-
íèè ìîäåëåé [3], îáðàáîòêå ñêàíèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé [4], ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé [5],
óñòàíîâëåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ôîðì [1] è äð. Êàê ïðàâèëî, íà ¾àòîìàðíîì¿ óðîâíå ìåòî-
äû ñâîäÿòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèììåòðè÷íîñòè òàê íàçûâàåìûõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê, ñìûñë
êîòîðûõ çàâèñèò îò ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü ïîëîæåíèå
õàðàêòåðíûõ òî÷åê, îïèñûâàþùèõ îáúåêòû íà èçîáðàæåíèè, íà îñíîâå èçâåñòíîé èíôîð-
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Ðèñ. 1: Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè.

ìàöèè îá èõ ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè. Ñóòü ïðîáëåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëîêàëèçà-
öèÿ òî÷åê íà èçîáðàæåíèè âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, âåëè÷èíà
êîòîðîé çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ �� èñïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà ëîêàëèçàöèè, êà÷åñòâà
èçîáðàæåíèÿ â öåëîì, çàøóìëåíèÿ â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ëîêàëèçóåìóþ òî÷êó è äð. Êàê
ñëåäñòâèå, êîîðäèíàòû îáíàðóæåííûõ òî÷åê, ïðî êîòîðûå àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî îíè ñèì-
ìåòðè÷íû, â ðåàëüíîñòè ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿþò. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î ñèììåòðè÷íîñòè òî÷åê äëÿ óòî÷íåíèÿ
èõ ïîëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñàìî óòî÷íåíèå íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü â íåêîòîðîì ñìûñëå
íàèëó÷øèì îáðàçîì, ñêàæåì, ñèììåòðè÷íîñòü äîëæíà äîñòèãàòüñÿ ìèíèìàëüíûì èçìåíå-
íèÿì èõ ïîëîæåíèÿ.

Îäíîé èç íàèáîëåå òèïè÷íûõ çàäà÷, ãäå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äàííûå ìåòîäû óòî÷íåíèÿ
¾ïî ñèììåòðèè¿, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è áèîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ, â êîòîðûõ ïðàâèëü-
íîå îïðåäåëåíèå õàðàêòåðíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ôàêòîðîì óñïåøíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Çäåñü äîñòàòî÷íî óêàçàòü íà òî, ÷òî òî÷íîñòü äåòåêöèè è ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ öåíòðîâ çðà÷êîâ íà ëèöå [6]. Ïðè ýòîì â
çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè ëè÷íîñòè, îñíîâàííûõ íà îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðíûõ
òî÷åê, çàâåäîìî ïðèñóòñòâóåò ôàêòîð ñèììåòðè÷íîñòè, îáóñëîâëåííûé ñèììåòðè÷íîñòüþ
ôîðìû ëèöà àíôàñ [7]. Â äàííûõ ìåòîäàõ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
(â çàâèñèìîñòè îò ìåòîäà) õàðàêòåðíûõ òî÷åê, áîëüøàÿ ÷àñòü èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïàðû òî÷åê, çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, ëèáî òî÷êè,
ëåæàùèå íåïîñðåäñòâåííî íà îñè ñèììåòðèè.

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è ïðè âåðòèêàëüíîé îñåâîé
ñèììåòðèè õàðàêòåðíûõ òî÷åê

Ïóñòü P = {p1, . . . , pn} � ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê, è pk = (xk, yk) � êîîð-
äèíàòû k-òîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñü ñèììåòðèè ñîâïàäàåò ñ îñüþ îðäèíàò â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óñëîâèìñÿ íóìåðîâàòü õàðàêòåðíûå òî÷êè òàê, ÷òî òî÷êè
PR = {p1, . . . , pm} îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, PL = {pm+1, . . . , p2m} � ê ëåâîé, à
òî÷êè PO = {p2m+1, . . . , pn} ëåæàò íà îñè ñèììåòðèè.
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Ñîïîñòàâèì ñ óïîðÿäî÷åííûì òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâîì õàðàêòåðíûõ òî÷åê P âåêòîð
X ðàçìåðíîñòè 2n:

(p1, . . . , pn) ←→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)T = X. (1)

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ X îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R2n. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè âñå
õàðàêòåðíûå òî÷êè íàéäåíû òî÷íî, òî, ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ íà êëàññû PR, PL, PO, äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

xi = −xm+i, i = 1, . . . ,m;
yi = ym+i, i = 1, . . . ,m;
xi = 0, i = 2m+ 1, . . . , n.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, îáðàçóåò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â R2n. Îáîçíà÷èì ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî RSym; îíî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ õàðàêòåðíûì òî÷êàì, ðàñïîëîæåííûì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Çà-
ìåòèì, ÷òî ¾ñèììåòðèçàöèÿ¿ âåêòîðà X õàðàêòåðíûõ òî÷åê îçíà÷àåò ïîñòðîåíèå â RSym

âåêòîðà Xs, íàèìåíåå îòêëîíÿþùåãîñÿ îò X ïî åâêëèäîâîé íîðìå:

Xs = arg min
Z∈RSym

‖Z −X‖.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè Xs âåêòîðà X íà
ïîäïðîñòðàíñòâî RSym.

Ïóñòü Q � ìàòðèöà îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî
RSym, àA� ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ñëóæàò áàçèñíûå âåêòîðû ïîäïðîñòðàíñòâàRSym.
Òîãäà, êàê èçâåñòíî ([8], ñòð. 165),

Q = AA+ = A (ATA)−1AT,

ãäå A+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ ê ìàòðèöå A. Äëÿ íàõîæäåíèÿ A+ çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A èìååò
ñëåäóþùóþ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó:

AT =

 Im −Im 0 0 0 0
0 0 0 Im Im 0
0 0 0 0 0 In−2m

 , (2)

ãäå I è 0 � ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé,

Q =
1

2
I2n +

1

2

(
−S 0

0 S

)
, (3)

ãäå S � ñëåäóþùàÿ n× n-ìàòðèöà:

S =

 0 Im 0
Im 0 0
0 0 In−2m

 . (4)

Òåì ñàìûì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä

Xs = QX . (5)
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Ðèñ. 2: Ïðèìåð ñèììåòðèçàöèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå âåêòîðà ïðèâîäèò ê ïðîñòûì îïå-
ðàöèÿì íàä êîîðäèíàòàìè õàðàêòåðíûõ òî÷åê: â êà÷åñòâå îðäèíàòû ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê
íàäî âçÿòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå èõ îðäèíàò, à ìîäóëè àáñöèññ ðàâíû ñðåäíåìó àðèô-
ìåòè÷åñêîìó èõ ìîäóëåé. Äëÿ ¾îñåâûõ¿ òî÷åê èõ îðäèíàòû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, à àáñ-
öèññû îáíóëÿþòñÿ.

Ðåçóëüòàò ñèììåòðèçàöèè ñèñòåìû òî÷åê îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè ñ
ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî âûøå ìåòîäà ïîêàçàí íà ðèñ. 2. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïîêàçûâàåò ëè-
öî àíôàñ ñ îòìå÷åííûìè õàðàêòåðíûìè òî÷êàìè, ïðèñóòñòâóþùåå, íàïðèìåð, â íåêîòîðîé
áàçå äàííûõ. Íà ñðåäíåé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàíû õàðàêòåðíûå òî÷êè, ïîëîæåíèå êîòîðûõ
íàéäåíî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà, íàïðèìåð, ïðèìåíÿåìîãî â [6].
Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ñèììåòðèÿ òî÷åê îêàçûâàåòñÿ íàðóøåííîé, ÷òî çàòðóäíÿåò çà-
äà÷ó èäåíòèôèêàöèè îáðàçà. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàí ðåçóëüòàò ñèììåòðèçàöèè
ñèñòåìû õàðàêòåðíûõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî âûøå ìåòîäà.

Ñèììåòðèçàöèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé îñåâîé ñèììåòðèè

Ïóñòü òåïåðü îñü ñèììåòðèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = ax + b, ãäå a 6= 0, ñì. ðèñ. 3. Â
ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé ïóòåì çàìåíû êîîðäèíàò. À èìåííî, ïîñòðî-
èì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (O′x′y′), ïðèíÿâ, ÷òî îñü O′y′ ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè,
íà÷àëî êîîðäèíàò O′ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îñè ñèììåòðèè è îñè Oy, à îñü O′x′

ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè O′y′ è îáðàçóåò ïðàâîîðèåíòèðîâàííóþ ñèñòåìó. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñèñòåìà (O′x′y′) ïîëó÷àåòñÿ èç (Oxy) ïîâîðîòîì ïîñëåäíåé íà íåêîòîðûé óãîë ϕ, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 3. Òîãäà óãëîâîé êîýôôèöèåíò îñè ñèììåòðèè ðàâåí a = tg(π

2
+ ϕ) = − ctgϕ,

à å¼ óðàâíåíèå ïðè ϕ 6= 0 ìîæíî çàïèñàòü êàê y = b− x ctgϕ.

Ïóñòü

R =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
� ìàòðèöà îïåðàòîðà ïîâîðîòà íà óãîë −ϕ, ïðè÷åì å¼ ýëåìåíòû sinϕ è cosϕ ïîëó÷àþòñÿ
èç óñëîâèÿ ctgϕ = −a 6= 0, ò.å.,

sinϕ =
1√

a2 + 1
, cosϕ = − a√

a2 + 1
.
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Ðèñ. 3: Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè.

Òîãäà êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y) â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è (x′, y′) � â
íîâîé ñèñòåìå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(x′, y′)T = R(x, y − b)T , èëè

{
x′ = x cosϕ + (y − b) sinϕ
y′ = −x sinϕ + (y − b) cosϕ

.

Ðàññìîòðèì, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âåêòîð

X = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)T ∈ R2n

ñîñòàâëåííûé èç êîîðäèíàò õàðàêòåðíûõ òî÷åê â ñèñòåìå (Oxy) ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ íà
êëàññû PR, PL, PO, è ïóñòü âåêòîð X

′ ñîñòîèò èç êîîðäèíàò òåõ æå òî÷åê â ñèñòåìå (O′x′y′).
×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó âåêòîðàìè X è X ′, ðàññìîòðèì ìàòðèöó

RT = R ⊗ In =

(
cosϕ · In sinϕ · In
− sinϕ · In cosϕ · In

)
, (6)

ãäå ⊗ îçíà÷àåò êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå. Èç åãî ñâîéñòâ [9] íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî
ìàòðèöà R îðòîãîíàëüíà, R−1 = RT. Òîãäà

X ′ = RT(X − bK), òàê ÷òî X = RX ′ + bK, (7)

ãäå K � ñëåäóþùèé âåêòîð: K = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1)T.
Ïðåîáðàçîâàíèå (7) ñâîäèò ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê ðåøåííîé ðàíåå. À èìåííî, ñèì-

ìåòðèçèðóÿ âåêòîð X ′, è âîçâðàùàÿ çàòåì ðåçóëüòàò â ñòàðóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëó-
÷àåì:

Xs = RX ′s + bK = R
(
QRT(X − bK)

)
+ bK ,

èëè
Xs = GX + b(I −G)K , ãäå G = RQRT .

Êàê ñëåäóåò èç íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé,

G =
1

2
I2n + G̃, (8)
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ãäå

G̃ =
1

2

(
− cos 2ϕ · S sin 2ϕ · S

sin 2ϕ · S cos 2ϕ · S

)
, (9)

ïðè÷åì ìàòðèöà S îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4). Ïðè b = 0 è ϕ = 0 ïîëó÷àåì íàéäåííîå
âûøå ðåøåíèå (5).

Ñèììåòðèçàöèÿ ñ îòûñêàíèåì ïàðàìåòðîâ îñè ñèììåòðèè

Ïîêàæåì, ÷òî íà îñíîâå ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà ìîæíî íå òîëüêî îñóùåñòâëÿòü ñèì-
ìåòðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî èçâåñòíîé îñè, íî è îïðåäåëÿòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû îñè
ñèììåòðèè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèììåòðèçàöèÿ áóäåò äîñòèãàòüñÿ ìèíèìàëüíûì èçìåíå-
íèåì ïîëîæåíèÿ òî÷åê.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, P = {p1, . . . , pn} � ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê, çàäàí-
íûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè pk = (xk, yk). Äîïóñòèì, ÷òî íà îñíîâå íåêîòîðîé àïðèîðíîé
èíôîðìàöèè, (ñêàæåì, òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðíûå òî÷êè èçîáðàæåíèÿ ëèöà
÷åëîâåêà àíôàñ), ìíîæåñòâî P ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû

PR = {p1, . . . , pm}, PL = {pm+1, . . . , p2m} è PO = {p2m+1, . . . , pn}

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè pi ∈ PR è pm+i ∈ PL ïåðâûõ äâóõ êëàññîâ
äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé çàðàíåå íåèçâåñòíîé îñè ñèììåòðèè,
à òî÷êè êëàññà PO � ëåæàòü íà ýòîé îñè. Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàçáèåíèå, ñîïîñòàâèì, êàê è â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñ ìíîæåñòâîì P = PR ∪ PL ∪ PO âåêòîð

X = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)T ∈ R2n

èñõîäíûõ êîîðäèíàò õàðàêòåðíûõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

σ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

)T, σ1
0 = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)T, σ0
1 = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

)T.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü ñèììåòðèè çàäàíà óðàâíåíèåì y = ax+ b ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà
ïàðàìåòðàìè a = − ctgϕ 6= 0 è b. Ðàññìîòðèì âåêòîð

X ′(ϕ, b) = RT(ϕ)
(
X − bσ0

1

)
,

ãäå ìàòðèöà RT(ϕ) ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùåíèÿ çàâèñèò îò óãëà ïîâîðîòà ϕ è îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì (6). Âñïîìèíàÿ ñîîòíîøåíèå (7) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå∥∥∥AY −RT(ϕ)

(
X − bσ0

1

)∥∥∥2 Y,ϕ,b−−−−−−→ min ,

ãäå ìàòðèöà A çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (2) ïåðâîãî ðàçäåëà, à Y ∈ R2n � ïåðåìåííûé âåêòîð.
Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé ñèììåòðèçàöèè Xs íåîáõîäèìî íàéòè ϕs, bs
è âåêòîð Ys, ìèíèìèçèðóþùèå ëåâóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî âûðàæåíèÿ, ïîñëå ÷åãî âåðíóòü
íàéäåííûé âåêòîð Ys â èñõîäíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò:

Xs = R(ϕs)Ys + bsσ
0
1 .
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Ïîñòðîåííûé âåêòîð Xs áóäåò îïðåäåëÿòü îïòèìàëüíóþ ñèììåòðèçàöèþ äàííîãî ìíîæå-
ñòâà õàðàêòåðíûõ òî÷åê.

Ïðèñòóïàÿ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà ìèíèìèçèðóåìîå
âûðàæåíèå ÷åðåç

F (Y, ϕ, b)
def
==

∥∥∥AY −RT(ϕ)
(
X − bσ0

1

)∥∥∥2

è ðàñïèøåì åãî ïîäðîáíî â ìàòðè÷íîì âèäå:

F (Y, ϕ, b) =
(
AY −RT(ϕ)X + bRT(ϕ)σ0

1, AY −RT(ϕ)X + bRT(ϕ)σ0
1

)
=

=
(
AY −RT(ϕ)X + bRT(ϕ)σ0

1

)
T

·
(
AY −RT(ϕ)X + bRT(ϕ)σ0

1

)
= Y TATAY − 2Y TATRT(ϕ)X + 2bY TATRT(ϕ)σ0

1 +XTX − 2bXTσ0
1 + b2

(
σ0

1

)
T

σ0
1 .

Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂F (Y, ϕ, b)

∂Y
= 0,

∂F (Y, ϕ, b)

∂ϕ
= 0,

∂F (Y, ϕ, b)

∂b
= 0 .

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

AY = QRT(ϕ)(X − bσ0
1

)
,(

σ0
1

)
T

R(ϕ)AY =
(
σ0

1

)
T

(X − bσ0
1

)
,

(X − bσ0
1

)dR(ϕ)

dϕ
AY = 0.

Ïåðâîå (ìàòðè÷íîå) óðàâíåíèå äàåò âûðàæåíèå äëÿ ñèììåòðèçîâàííîãî âåêòîðà â çà-
âèñèìîñòè îò ϕ è b. Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè è ïîçâîëÿþò íàéòè
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû îñè ñèììåòðèè ϕ è b. Âûïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ îòäåëüíî, âûðàçèâ
â íèõ AY ÷åðåç ϕ è b ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

(X − bσ0
1

)
TdR(ϕ)

dϕ
QRT(ϕ)(X − bσ0

1

)
= 0,

(
σ0

1

)
T

R(ϕ)QRT(ϕ)(X − bσ0
1

)
=
(
σ0

1

)
T

(X − bσ0
1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî
dR(ϕ)

dϕ
= R(π/2)R(ϕ)

è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî â ñèëó ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé (8) è (9)

R(ϕ)QRT(ϕ) = G =
1

2
I + G̃.

Ïîýòîìó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå:
(X − bσ0

1

)
T

R
(π

2

)(1

2
I + G̃

)
(X − bσ0

1

)
= 0,

(
σ0

1

)
T

G̃(X − bσ0
1

)
=

1

2

(
σ0

1

)
T

(X − bσ0
1

)
.



628 Êàðêèùåíêî À.Í., Ìíóõèí Â.Á.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü,

(X − bσ0
1

)
T

R
(π

2

)
(X − bσ0

1

)
= 0,

ïîýòîìó ñèñòåìà óïðîùàåòñÿ:
(
X − bσ0

1

)
T

R
(π

2

)
G̃
(
X − bσ0

1

)
= 0,

(
σ0

1

)
T

G̃(X − bσ0
1

)
=

1

2

(
σ0

1

)
T

(X − bσ0
1

)
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ϕ è b ïðîàíàëèçèðóåì âíà÷àëå âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ âåëè÷èíû

xav =
1

n

n∑
i=1

xi è yav =
1

n

n∑
i=1

yi ,

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî óñðåäíåííóþ àáñöèññó è îðäèíàòó âû÷èñëåííûõ
õàðàêòåðíûõ òî÷åê. Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà

1

2

(
σ0

1

)
T

(X − bσ0
1

)
=
n

2
(yav − b). (10)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì:(
σ0

1

)
T

G̃(X − bσ0
1

)
=

=
1

2

− sin 2ϕ ·
(
σ1

0

)
T

X︸ ︷︷ ︸
nxav

+ cos 2ϕ ·
(
σ0

1

)
T

X︸ ︷︷ ︸
nyav

+b sin 2ϕ ·
(
σ1

0

)
T

σ0
1︸ ︷︷ ︸

0

−b cos 2ϕ ·
(
σ0

1

)
T

σ0
1︸ ︷︷ ︸

n

 =

=
n

2

(
−xav sin 2ϕ+ yav cos 2ϕ− b cos 2ϕ

)
.

(11)

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (10) è (11), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà b:

b = yav + xav ctgϕ . (12)

Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ âïîëíå ïîíÿòåí èç ðèñóíêà 4.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâîå óðàâíåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì åãî íà

òðè ñëàãàåìûõ, êàê ïîêàçàíî íèæå:(
X − bσ0

1

)
T

R
(π

2

)
G̃(X − bσ0

1

)
=

= XTR
(π

2

)
G̃X︸ ︷︷ ︸

1

−b
[
XTR

(π
2

)
G̃σ0

1 +
(
σ0

1

)
T

R
(π

2

)
G̃X

]
︸ ︷︷ ︸

2

+b2 ·
(
σ0

1

)
T

R
(π

2

)
G̃σ0

1︸ ︷︷ ︸
3

.

Âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå (1) âåêòîðà X, ïðåäñòàâèì åãî â áëî÷-
íîì âèäå:

X = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)T =
(
xT1x

T

2x
T

3 y
T

1y
T

2y
T

3

)
,
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Ðèñ. 4: Íàõîæäåíèå ïàðàìåòðà b.

ãäå
x1 = (x1, . . . , xm), x2 = (xm+1, . . . , x2m), x3 = (x2m+1, . . . , xn),

y1 = (y1, . . . , ym), y2 = (ym+1, . . . , y2m), y3 = (y2m+1, . . . , yn)

� âåêòîðû x- è y-êîîðäèíàò õàðàêòåðíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâåå, ëåâåå è
íà îñè ñèììåòðèè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì:

XTR
(π

2

)
G̃X =

= −
[
(x1,y2) + (x2,y1) + (x3,y3)

]
cos 2ϕ−

[
(y1,y2) + (x1,x2)− 1

2
(x3,x3)− 1

2
(y3,y3)

]
sin 2ϕ .

Âòîðîå ñëàãàåìîå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà G̃ ñèììåòðè÷íà è RT

(
π
2

)
= −R

(
π
2

)
,

ïåðåïèøåì âòîðîå ñëàãàåìîå â âèäå
(
σ0

1

)
T

[
R
(
π
2

)
G̃ − G̃R

(
π
2

)]
X. Òîãäà, ñ ïîìîùüþ íåïî-

ñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé,ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíÿåòñÿ[
− cos 2ϕ ·

(
σ1

0

)
T − sin 2ϕ ·

(
σ0

1

)
T

]
X = −nxav cos 2ϕ− nyav sin 2ϕ .

Òðåòüå ñëàãàåìîå. Êàê ïîêàçûâàþò íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ,(
σ0

1

)
T

R
(π

2

)
=
(
σ1

0

)
T

, G̃σ0
1 =

1

2

(
σ0

1 cos 2ϕ− σ1
0 sin 2ϕ

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüå ñëàãàåìîå èìååò âèä(
σ0

1

)
T

R
(π

2

)
G̃σ0

1 =
(
σ1

0

)
T · 1

2

(
σ0

1 cos 2ϕ− σ1
0 sin 2ϕ

)
= −n

2
sin 2ϕ .

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:[
(x1,y2) + (x2,y1) + (x3,y3)

]
cos 2ϕ+

[
(y1,y2) + (x1,x2)− 1

2
(x3,x3)− 1

2
(y3,y3)

]
sin 2ϕ−

− bn
[
xav cos 2ϕ+ yav sin 2ϕ

]
+ b2n

2
sin 2ϕ = 0 .
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Ðèñ. 5: Ïðèìåð ñèììåòðèçàöèè ñ íàõîæäåíèåì îñè ñèììåòðèè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b = yav + xav ctgϕ, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì[
(x1,y2) + (x2,y1) + (x3,y3)− nxavyav

]
cos 2ϕ+

+
[
(y1,y2)− (x1,x2)− 1

2
(x3,x3) + 1

2
(y3,y3) + 1

2
n
(
x2
av − y2

av

)]
sin 2ϕ = 0 ,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

tg 2ϕ =
(x1,y2) + (x2,y1) + (x3,y3)− nxavyav

(x1,x2)− (y1,y2) + 1
2
(x3,x3)− 1

2
(y3,y3)− 1

2
n
(
x2
av − y2

av

) .
Äàííîìó âûðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü áîëåå óäîáíûé âèä, åñëè ïåðåéòè ê öåíòðèðîâàí-

íûì êîîðäèíàòàì

ẋi = xi − xave, ẏi = yi − yave, (i = 1, 2, 3),

ãäå e � âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåíîñó íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó ñ
êîîðäèíàòàìè

(
xav, yav

)
. Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

tg 2ϕ =
(ẋ1, ẏ2) + (ẋ2, ẏ1) + (ẋ3, ẏ3)

(ẋ1, ẋ2)− (ẏ1, ẏ2) + 1
2
(ẋ3, ẋ3)− 1

2
(ẏ3, ẏ3)

. (13)

Ïîäñòàâëÿÿ âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (13) è (12) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ϕ è b â ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàõîäèì èñêîìóþ ñèììåòðèçàöèþ AY = Z èñõîäíîãî âåêòîðà õàðàê-
òåðíûõ òî÷åê X. Äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âåðíóòü íàéäåííûé âåêòîð
â èñõîäíóþ (ñòàðóþ) ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ðèñóíîê 5 äåìîíñòðèðóåò ðåçóëüòàò ñèììåòðèçàöèè ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî âûøå
ìåòîäà. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàíà ñèñòåìà òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îòìå-
÷åííîé îñè ñèììåòðèè, à â ñðåäíåé � òå æå òî÷êè ïîñëå çàøóìëåíèÿ, ïðèâåäøåãî ê óòðàòå
ñèììåòðè÷íîñòè. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà ïîêàçûâàåò òî÷êè ïîñëå ïðîöåññà ñèììåòðèçàöèè,
ïðè÷åì êðàñíûì ïîêàçàíà âîññòàíîâëåííàÿ îñü ñèììåòðèè, à ÷åðíûì � èñõîäíàÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå çàäà÷à ñèììåòðèçàöèè õàðàêòåðíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî îñåâîé
ñèììåòðèè èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, òàê êàê ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé è ÷àñòî



âñòðå÷àþùèéñÿ âèä ñèììåòðèè. Âìåñòå ñ òåì, â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé èçîá-
ðàæåíèé, âñòðå÷àþòñÿ è èíûå âèäû ñèììåòðèè � âðàùàòåëüíàÿ, äèýäðàëüíàÿ, òðàíñëÿ-
öèîííàÿ è äðóãèå. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñèììåòðèçàöèÿ â óñëîâèÿõ àôôèííûõ
èñêàæåíèé, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ ðàçðàáîòîê. Ñòðîãîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå ðåøåíèå óêàçàííûõ çàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ íå î÷åíü ïðîñòûì, íî çàòî ïðåäîñòàâèò
äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ êà÷åñòâåííîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðû áëàãîäàðÿò À. Àáðàìåíêî, È. Ãðå÷óõèíà è Ñ. Ëåâàø¼âà çà ïîìîùü â ïðîâåäå-
íèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Àâòîðû òàêæå áëàãîäàðÿò íåèçâåñòíîãî ðåöåíçåíòà
çà ðÿä çàìå÷àíèé, ñïîñîáñòâîâàâøèõ óëó÷øåíèþ ðàáîòû.
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